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KLMNOPQN
RSTUVSUTWX YZWT[S\]^[_ RW`[^S\Va bRYRc \a [ Z]ZU_[T `WSd]X e]T XWf^\^g aW`[^S\Vahi `W[^a ]e ST[^a\S\]^ TU_Waj k^ \`Z]TS[^S eW[SUTW ]e RYR TU_Wa \a .3=@7-23 G53F-636lmd\Vd [TW VTUV\[_ \^ SdW XWf^\S\]^a ]e aUVd ZdW^]`W^[ [a ZT\]T\Si `WVd[^\a`a [^XS\`Wn]USaj o]mWpWTl SdW \^V_Ua\]^ ]e ^Wg[S\pW ZTW`\aWa \^ RYR TU_Wa [_a] \^ST]XUVWa
X]UhSa [a S] SdW ZTWeWTTWX `W[^\^g ]e RYR aZWV\fV[S\]^aj

YTXWT\^ga ]^ RYR TU_Wa mWTW ZT]Z]aWX hi qd\__\Za [^X r_\X]mas\ [a [^ [_SWT^[S\pWS] ^Wg[S\pW ZTW`\aWaj kZ[TS eT]` SdW XWf^\S\]^ ]e SdW aW`[^S\Va ]e Z]a\S\pW tuvu
TU_Wa m\Sd ]TXWT\^gal SdW `W[^\^g ]e `]TW gW^WT[_ SiZWa ]e RYR TU_Wa m\Sd ]TXWTn\^ga d[a ^]S hWW^ aSUX\WX d\SdWTS]j wd\a Z[ZWT ZTWaW^Sa aWpWT[_ V[^X\X[SWa e]T SdW
`W[^\^g ]e gW^WT[_ RYR TU_Wa m\Sd ]TXWT\^ga [^X X\aVUaaWa SdW\T V]^e]T`[^VW S] ]UT\^SU\S\]^ e]T aUVd TU_Waj xW S[sW Sm] gW^WT[_ eT[`Wm]Tsa bTU_W e]T`[Sac e]T RYR m\Sd
^Wg[S\pW ZTW`\aWa [^X RYR m\Sd ]TXWT\^gal [^X ZTWaW^S aW`[^S\VanZTWaWTp\^g ST[^an_[S\]^a hWSmWW^ SdW` m\Sd TWaZWVS S] ]UT ZTWeWTTWX ^]S\]^ ]e aW`[^S\Vaj wd[^sa S]]UT aW`[^S\VanZTWaWTp\^g ST[^a_[S\]^l mW S[sW Wy\aS\^g V]^gTUW^VW `WS[nTWaU_Sa e]T
aST]^g h\a\`\_[T\Si eT]` SdW aWSS\^g ]e RYR m\Sd ^Wg[S\pW ZTW`\aWa \^S] SdW aWSS\^g]e RYR m\Sd ]TXWT\^gaj xW eUTSdWT V]`Z[TW SdW WyZTWaa\pW^Waa ]e TU_W e]T`[Sa e]TRYR m\Sd ]TXWT\^ga [^X RYR m\Sd ^Wg[S\pW ZTW`\aWaj wdW Z[ZWT V]^S[\^a [_a] `[^i
Wy[`Z_Wa Sd[S \__UaST[SW SdW hW^WfSa ]e RYR m\Sd ]TXWT\^ga [^X SdW ZT]ZWTS\Wa ]e SdW
ZTWaW^SWX XWf^\S\]^a ]e `W[^\^gj

∗ z]TTWaZ]^X\^g [USd]Tj kXXTWaa{ |W^ |]_WVd }l ~�n���} k� �\^Xd]pW^l wdW ~WSdWT_[^Xa,F@-< @//536636� � �� ��������������� b�]d[``[X�W�[ �]Ua[p\cl ����������������� b�[\^
qd\__\Zacl � ����������������� b�\VdW_ kj �W^\WTacl ���������������� b�TWs r_\X]mas\cj
1 k ad]TSWT pWTa\]^ ]e Sd\a Z[ZWT [ZZW[TWX [a ����j
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ÁÂ ÃÄ ÅÆÇÇÈÉÊËÅÊ ÂÌÍÂ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÃÊ ÓÂÑÔÕÂÔÑÆÖ ×ÐÆÑÍÂÃËÊÍÇ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ØÓ×ÓÙ ÚÛÜÝÛÞÍÑÆ ÔÄÆßÔÇ ÍÊÖ ÊËÊÈÂÑÃÏÃÍÇ ÍÖÖÃÂÃËÊÄ àÔÂ ÍÂ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÂÃÒÆ ÂÌÆá ÒÍá ÇÆÍÖ ÂË ÍÒàÃÎÔÃÂÃÆÄ ÍÊÖÐÍÑÍÖËâÃÕÍÇ ÐÌÆÊËÒÆÊÍ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß Ó×Ó ÚÛãÝäÝåÞæ çÄ ÍÊ ÍÇÂÆÑÊÍÂÃÏÆ ÂË
ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÚèÛÝèèÞ ÐÑËÐËÄÆÄ ÂË ßÔÑÊÃÄÌ Ó×Ó ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ ÍÊ ËÑÖÆÑÃÊÎæ éÔÂ ÂËÍÏËÃÖ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÐÃÂßÍÇÇÄ ÍÄ ÂÌËÄÆ Ëß ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÚèèÞ ÑÆÄÂÑÃÕÂÄ ÃÂÄÆÇß ÂË ÂÌÆ êëìë ÄÔàÄÆÂ
Ëß Ó×ÓÝ ÅÌÃÕÌ ÖËÆÄ ÊËÂ ÍÇÇËÅ ßËÑ ÇËËÉÈÍÌÆÍÖ ËÑ ÕËÒÐÇÆâ ÂÆÑÒÄ ÍÄ ÄËÔÑÕÆÄ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄæ

ÁÂ ÃÄ ÍÇÄË ÅÆÇÇÈÉÊËÅÊ ßÑËÒ ÂÌÆ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÃÊÎ ÇÃÂÆÑÍÂÔÑÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÃÊÂÑËÖÔÕÂÃËÊ Ëß ËÑÖÆÑÃÊÎÄØÕÍÇÇÆÖ ÐÑÃËÑÃÂÃÆÄÙ ÂË ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÆ ÄáÄÂÆÒÄ ÃÊÂÑËÖÔÕÆÄ ÕÌÍÇÇÆÊÎÆÄ ßËÑ ÂÌÆ ÅÆÇÇÈÖÆíÊÆÖÊÆÄÄ ËßÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÆ ÄáÄÂÆÒÄ ÚÛîÝîÝÛïÞæ Ó×Ó ÄÐÆÕÃíÕÍÂÃËÊÄ ÕÍÊ àÆ ÄÆÆÊ ÍÄ ÕËÊÖÃÈÂÃËÊÍÇ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÆ ÄáÄÂÆÒÄ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ËÊÆ ÆâÐÆÕÂÄ ÄÃÒÃÇÍÑ ËÑ ÆÏÆÊ ÒËÑÆ ÖÃðÕÔÇÂ ÕÌÍÇÇÆÊÎÆÄÅÌÆÊ ÄÂÔÖáÃÊÎ ÂÌÆ ÎÆÊÆÑÍÇ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß Ó×Ó ÅÃÂÌ ËÑÖÆÑÃÊÎÄæ

ñËÅÆÏÆÑÝ Í ßÔÊÖÍÒÆÊÂÍÇ ÄÂÔÖá Ëß ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ØÃÊ ÃÂÄ ßÔÇÇ ÎÆÊÆÑÍÇÃÂáÙÌÍÄ ÊËÂ àÆÆÊ ÕÍÑÑÃÆÖ ËÔÂ ÂË ÖÍÂÆ ÍÊÖ ÆÏÆÊ ÒÃÄÕËÊÕÆÐÂÃËÊÄ ÆâÃÄÂæ ÁÊ ÚÛòÝ óÌÆËÑÆÒ îÞÝ ÃÂ
ÃÄ ÒÆÊÂÃËÊÆÖ ØÅÃÂÌËÔÂ ßËÑÒÍÇ ÐÑËËßÙ ÂÌÍÂ ËÊÆ ÕÍÊ ÎÆÊÆÑÍÇÃôÆ Í ÐÍÑÂÃÕÔÇÍÑ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ßËÑ
ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÅÃÂÌ ÇËËÉÈÍÌÆÍÖ ÅÌÃÇÆ ÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎ ÂÌÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÐÑËÐÆÑÂá Ëß Í ÐÑËàÍàÃÇÃÄÂÃÕ
ÊËÂÃËÊ Ëß àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáæ ñËÅÆÏÆÑÝ ÍÄ ÅÆ ÄÌÍÇÇ ÄÌËÅ ÃÊ ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑÝ ÂÌÆ ÃÊÂÑËÖÔÕÂÃËÊ Ëß ÆÃÂÌÆÑ
ÇËËÉÈÍÌÆÍÖ ËÑ ÕËÒÐÇÆâ ÂÆÑÒÄ ÍÄ ÄËÔÑÕÆÄ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÂË ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó õÆËÐÍÑÖÃôÆÄ ÂÌÆ ÅÆÇÇÈÖÆíÊÆÖÊÆÄÄ Ëß ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÆÖ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ØÇÆÂ ÍÇËÊÆ ÂÌÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÆÄÔÇÂÙæ

óÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑ ÃÄ ÍÄ ßËÇÇËÅÄæ ÁÊ ÓÆÕÂÃËÊ èÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ ÂÌÆ àÍÄÃÕ ÕËÊÕÆÐÂ Ëß×ÑÖÆÑÆÖ óÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÓáÄÂÆÒ ÓÐÆÕÃíÕÍÂÃËÊ Ø×óÓÓÙ ÅÌÃÕÌ ÃÄ Í ÎÆÊÆÑÍÇ ßÑÍÒÆÅËÑÉ ßËÑ ËÑÖÆÑÆÖ
Ó×Óæ ÁÊ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÎÃÏÆ ÄËÒÆ ÆâÍÒÐÇÆÄÝ àËÂÌ ßËÑ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÃÊÎ ÂÌÆ ÍÐÐÇÃÕÍÂÃËÊ Ëß
ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÍÊÖ ßËÑ ÄÌËÅÃÊÎ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ×óÓÓöÄ ÃÄ ÊËÂ ÍÇÅÍáÄ ÕÇÆÍÑæ óÌÆÊÝ ÃÊ
ÓÆÕÂÃËÊ òÝ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÚäÝåÞÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ ÄÆÏÆÑÍÇ ÍÇÂÆÑÊÍÂÃÏÆ ÍÐÐÑËÍÕÌÆÄ ßËÑ ÖÆíÊÃÊÎ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ
Ëß ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Óæ ÁÊ ÓÆÕÂÃËÊ îÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ Í ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÝ ÕÍÇÇÆÖ ì÷øù÷ ØßËÑ ËÑÖÆÑÆÖ ÷øù÷ÙÝßËÑ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ Ëß àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáæ ÓÔàÄÆúÔÆÊÂÇáÝ ÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ ûÝ ÅÆ ÎÃÏÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÈÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÄ ßÑËÒ ü÷øù÷ ØÚÛãÞÙ ÂË ì÷øù÷ ÍÊÖ ÏÃÕÆ ÏÆÑÄÍæ ÁÊ ÓÆÕÂÃËÊ äÝ ÅÆ ÕËÒÐÍÑÆ ÂÌÆ
ÑÆÇÍÂÃÏÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆÊÆÄÄ Ëß ÂÌÆ ÆâÃÄÂÃÊÎ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ßËÑ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÍÊÖ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ
ÃÊÂÑËÖÔÕÆÖ ÃÊ ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑæ ÓÆÕÂÃËÊ Ü ÖÃÄÕÔÄÄÆÄ ÑÆÇÍÂÆÖ ÅËÑÉ ÍÊÖ ÓÆÕÂÃËÊ ï ÕËÊÕÇÔÖÆÄ ÂÌÆ
ÐÍÐÆÑæ
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óÌÆ ÃÊÂÔÃÂÃËÊ àÆÌÃÊÖ ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎ ËÊ ÑÔÇÆÄ ÃÄ ÂÌÍÂ Í ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r ÕÍÊ ËÊÇá àÆ ÍÐÐÇÃÆÖÅÌÆÊ ÍÇÇ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ r′ ∈ higher(r)
ÍÑÆ ÖÃÄÍàÇÆÖ ÄÃÊÕÆ ÂÌÆá ÖË ÊËÂ ÌÍÏÆ Í :ÑÆÍÄËÊ; ØËÑ:ÐÑËËß;Ù ßËÑ ÂÌÆÃÑ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÂË ÌËÇÖæ çÄ ÅÆ ÄÌËÅ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑÝ ÂÌÃÄ ÊËÂÃËÊ Ëß :ÑÆÍÄËÊ;

ËÑ :ÐÑËËß; ÃÄ ÊËÂ ÂÑÃÏÃÍÇ ÂË ÖÆíÊÆ ÍÊÖ ÃÊÏËÇÏÆÄ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÕËÒÐÇÃÕÍÂÃËÊÄ ÍÄ ÂÌËÄÆ ÕËÊÕÆÑÊÃÊÎÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß óÓÓöÄ ÅÃÂÌ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÚåÞæ
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×ÑÖÆÑÃÊÎÄ ËÊ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÑÔÇÆÄ ÕÍÊ ÑÆÐÇÍÕÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÃÊ ÑÔÇÆÄ ÚèèÞæ ÁÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ
Ëß ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÄÂÍÑÂ ÅÃÂÌ ÂÅË ÄÃÒÐÇÆ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÒËÂÃÏÍÂÃÊÎ ÍÊÖ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÃÊÎ ÂÌÆ ÔÄÆ Ëß
ËÑÖÆÑÃÊÎ ØÍÄ ÍÊ ÍÇÂÆÑÊÍÂÃÏÆ ÂË ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÙæ óÌÆÊ ÅÆ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ËÔÑ ÒËÑÆ ÎÆÊÆÑÍÇÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ËÑÖÆÑÆÖ óÓÓ ÆâÂÆÊÖÄ ÂÌÆ ÍÐÐÇÃÕÍàÃÇÃÂá Ëß ÂÌÆ ÑÆÄÂÑÃÕÂÆÖ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÐÍÑÍÖÃÎÒßÑËÒ ÚèèÞ àá ÄÐÆÕÃßáÃÊÎ ÍÊ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÊÏËÇÏÃÊÎ ÇËËÉÈÍÌÆÍÖæ =ÃÊÍÇÇáÝ ÅÆ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÃÄ ÆâÈÂÆÊÄÃËÊ ÕËÒÆÄ ÍÂ Í ÐÑÃÕÆÝ ÊÍÒÆÇáÝ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ÎÆÊÆÑÍÇ ×óÓÓöÄ ØÆæÎæÝ ÂÌËÄÆ ÕËÊÂÍÃÊÃÊÎÇËËÉÈÍÌÆÍÖÙ ÃÄ ÊËÂ ÍÇÅÍáÄ ÕÇÆÍÑ ÍÊÖ ÄÌËÔÇÖ àÆ ÄÂÔÖÃÆÖ ÒËÑÆ ÂÌËÑËÔÎÌÇáæ

>?���@ÿ ý�A �B»À¼»Àº�� óÌÆ ÐÑÃËÑÃÂá ËÐÆÑÍÂËÑ θ ÚòÞ ÒÍá àÆ ÔÄÆÖ ÂË ÑÆÐÑÆÄÆÊÂ ÄÔÕÌ ÐÌÆÈ
ÊËÒÆÊÍ ÍÄ ÂÃÒÆÈËÔÂÄ ÍÊÖ ÃÊÂÆÑÑÔÐÂÄæ =ËÑ Í ÎÃÏÆÊ ÐÍÑÂÃÍÇ ËÑÖÆÑ ≺ ËÊ ÍÕÂÃËÊÄ ØÍ ÄÆÂ ËßÕËÊÄÂÍÊÂÄÝ ÖÆÊËÂÆÖ àá aÝ bÝ cÝ . . . ∈ Act ÙÝ θ(p) ÃÄ Í ÑÆÄÂÑÃÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ àÆÌÍÏÃËÑ Ëß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
ÍÕÂÃËÊ a ÕÍÊ ÌÍÐÐÆÊ ËÊÇá Ãß ÊË b ÅÃÂÌ

a ≺ b
ÃÄ ÐËÄÄÃàÇÆæ Áß Ba = {b | a ≺ b}

Ý ÂÌÆÊ θ ÕÍÊ àÆ
ÖÆíÊÆÖ àá ÂÌÃÄ óÓÓ ØÅÌÆÑÆ ÂÌÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ ÃÄ ÍÕÂÔÍÇÇá Í ÑÔÇÆ ÄÕÌÆÒÍ ÅÌÃÕÌ ÄÌËÔÇÖ àÆ
ÑÆÐÆÍÂÆÖ ßËÑ ÆÍÕÌ ÍÕÂÃËÊ a ∈ Act ÙC

x
a
→ y {x

b9 | b ∈ Ba}

θ(x)
a
→ θ(y)

.

çÇÂÆÑÊÍÂÃÏÆÇáÝ θ ÕÍÊ àÆ ÖÆíÊÆÖ àá ÐËÄÃÂÃÏÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ ra Ý ÆúÔÃÐÐÆÖ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎÖÆíÊÆÖ àá ra < rb
ÅÌÆÊÆÏÆÑ a ≺ bC

D
raE x

a
→ ya

θ(x)
a
→ θ(ya)

ÅÌÆÑÆ ya ÍÑÆ ÖÃÄÂÃÊÕÂ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ ßËÑ ÍÇÇ a ∈ Act
æ ØFËÂÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÊÍÒÃÊÎ Ëß ÏÍÑÃÍàÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ

ÑÔÇÆÄ ÑÆÇÍÂÆÖ àá ËÑÖÆÑÃÊÎ ÃÄ ÃÊÖÆÆÖ ÃÒÐËÑÂÍÊÂG ßËÑ ÆâÍÒÐÇÆÝ ÃÂ ÃÄ ÆÄÄÆÊÂÃÍÇ ÂË ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ
yaÍÊÖ yb ÍÑÆ ÖÃÄÂÃÊÕÂ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ ßËÑ ÆÍÕÌ a ÍÊÖ b ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

a ≺ b
æ çÄ ÅÆ ÄÌËÅ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ

Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑÝ ÐÍÑÂÃÕÔÇÍÑÇá ÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ îæèÝ ÏÃËÇÍÂÃÊÎ ÂÌÃÄ ÕËÊÖÃÂÃËÊ ÑÔÃÊÄ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆ ÐÑËÐÆÑÂÃÆÄÄÔÕÌ ÍÄ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ Ëß àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáæÙ

>?���@ÿ ý�H ��À�ÿ½ B�»�@@ÿ@ I¼��¼�ÀºÀ¼¹� JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ óÓÓ ÖÆíÊÃÊÎ ÂÌÆÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß Í ÄÔàÄÆÂ Ëß ñÆÊÊÆÄÄá ÍÊÖ KÆÎÍÊöÄ LÑËÕÆÄÄ çÇÎÆàÑÍ ßËÑ óÃÒÆÖ ÓáÄÂÆÒÄ ØóLçÙ ÚÛèÞæóÌÆ ÄÃÎÊÍÂÔÑÆ ÕËÊÄÃÄÂÄ Ëß Í ÕËÊÄÂÍÊÂ nil
Ý ÔÊÍÑá ËÐÆÑÍÂËÑÄ a.M ÍÊÖ a.M ØÍÕÂÃËÊ ÐÑÆíâÃÊÎÝßËÑ ÍÇÇ a ∈ Act ÙÝ τ.M ØÃÊÂÆÑÊÍÇ ÍÕÂÃËÊ ÐÑÆíâÃÊÎÙ ÍÊÖ σ.M ØÂÃÒÆ ÄÂÆÐ ÐÑÆíâÃÊÎÙÝ ÍÊÖ Í àÃÈ

ÊÍÑá ËÐÆÑÍÂËÑ ‖ ØÐÍÑÍÇÇÆÇ ÕËÒÐËÄÃÂÃËÊÙæ ØJËÊÄÂÍÊÂÄ aÝ aÝ τ ÍÊÖ σ ÍÑÆ ÍÇÄË ÃÊÂÑËÖÔÕÆÖ ÃÊ ÂÌÆÄÃÎÊÍÂÔÑÆ ÂË ÒËÖÆÇ ÂÌÆ ÇÍàÆÇÄæÙ

î



D
aE

a.x
a
→x

D
τ E

τ.x
τ
→ x

D
σ0E

σ.x
σ
→ x

D
σ1E

a.x
σ
→ a.x

D
σ2E

nil
σ
→ nil

D
‖0E x0

a
→ y0

x0 ‖ x1
a
→ y0 ‖ x1

D
‖1E x1

a
→ y1

x0 ‖ x1
a
→ x0 ‖ y1

D
τ0E x0

τ
→ y0

x0 ‖ x1
τ
→ y0 ‖ x1

D
τ1E x1

τ
→ y1

x0 ‖ x1
τ
→ x0 ‖ y1

DQNOOE x0
a
→ y0 x1

a
→ y1

x0 ‖ x1
τ
→ y0 ‖ y1

DNPOQE x0
σ
→ y0 x1

σ
→ y1 x0 ‖ x1

τ9

x0 ||x1
σ
→ y0 || y1

ÁÊ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ÂÌÆ ÐÍÑÍÇÇÆÇ ÕËÒÐËÄÃÂÃËÊ ËÐÆÑÍÂËÑÝ p ‖ q ÕÍÊ ÐÍÄÄ ÂÃÒÆ ØÖÆÊËÂÆÖ àá
ÇÍàÆÇ σÙ Ãß àËÂÌ p ÍÊÖ q ÕÍÊ ÐÍÄÄ ÂÃÒÆÝ ÍÊÖ Ãß ÂÌÆá ÍÑÆ ÄÂÍàÇÆ ÍÊÖ ÕÍÊÊËÂ ÕËÒÒÔÊÃÕÍÂÆ ØÃæÆæ
p ‖ q

τ9 Ùæ
óÌÆ ÍàËÏÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÕÍÊ àÆ ÄÐÆÕÃíÆÖ ÃÊ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó àá ÐÇÍÕÃÊÎ Í ÐËÄÃÂÃÏÆ ÏÆÑÄÃËÊ Ëß ÂÌÆ
ÑÔÇÆ DNPOQE àÆÇËÅ ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ D

τ0EÝ D
τ1E ÍÊÖ DQNOOE ÍÄ ÄÌËÅÊ àÆÇËÅæ çÇÇ ËÂÌÆÑ ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ

ÕËÐÃÆÖ ÂË ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÍÊÖ ÍÑÆ ÔÊÑÆÇÍÂÆÖ ØÃÊ ÂÆÑÒÄ Ëß ËÑÖÆÑÃÊÎÙ ÂË ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ àÆÇËÅæ

↓
D
τ0E x0

τ
→ y0

x0 ‖ x1
τ
→ y0 ‖ x1

D
τ1E x1

τ
→ y1

x0 ‖ x1
τ
→x0 ‖ y1

DQNOOE x0
a
→ y0 x1

a
→ y1

x0 ‖ x1
τ
→ y0 ‖ y1

DNPOQE x0
σ
→ y′0 x1

σ
→ y′1

x0 ‖ x1
σ
→ y′0 ‖ y

′
1

RÆ íâ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÊËÂÍÂÃËÊ ßËÑ ËÑÖÆÑÃÊÎ ÄË ÂÌÍÂ ÃÊ ÆÍÕÌ ÕËÇÔÒÊÝ ÑÔÇÆÄ Ëß ÂÌÆ ÔÐÐÆÑ ÑËÅÌÍÏÆ ÐÑÃËÑÃÂá ËÏÆÑ ÑÔÇÆÄ Ëß ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑËÅÝ ÃæÆæÝ ÍÊ ÃÊÄÂÍÊÕÆ Ëß Í ÑÔÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑËÅ ØÔÊÖÆÑÍ ÐÍÑÂÃÕÔÇÍÑ ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃËÊ σÙ ÕÍÊ ËÊÇá àÆ :ÍÐÐÇÃÆÖ; ÅÌÆÊ ÊË ÑÔÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ÔÐÐÆÑ ÑËÅ ØËßÂÌÆ ÄÍÒÆ ÕËÇÔÒÊ ÍÊÖ ÔÊÖÆÑ Í ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃËÊ ÍÎÑÆÆÃÊÎ ÅÃÂÌ
σ ËÊ ÕËÒÒËÊ ÏÍÑÃÍàÇÆÄÙ ÕÍÊ àÆ:ÍÐÐÇÃÆÖ;æ =ËÑÒÍÇÇáÝ ÅÆ ÌÍÏÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ËÑÖÆÑÃÊÎÄC D

τ0E > DNPOQEÝ D
τ1E > DNPOQEÝ ÍÊÖDQNOOE> DNPOQEæ

û



ÁÊ ÎÆÊÆÑÍÇÝ Í óÓÓ ÅÃÂÌ ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÒÍá ÊËÂ ÕËÊÂÍÃÊ ÍÇÇ ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ
ÊÆÆÖÆÖ ÂË ÖÆíÊÆ ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ÂÌÍÂ ÑÆÐÇÍÕÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ ÁÊ ÄÔÕÌ ÕÍÄÆÄÝ ÅÆ ÄÌÍÇÇ ÊÆÆÖ ÂËÆâÂÆÊÖ ÂÌÆ óÓÓ ÅÃÂÌ ÍÔâÃÇÃÍÑá ÑÔÇÆÄæ Áß Í ÑÔÇÆ r ÌÍÄ Í ÐÑÆÒÃÄÆ t a9

Ý ÂÌÆ ÑÆúÔÃÑÆÖ ÍÔâÃÇÃÍÑá
ÑÔÇÆ ÃÄ t

a
→ t′

t
a
→ t′

ÍÊÖ ÃÄ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ r æRÆ ÄÌÍÇÇ ÍÑÎÔÆ ÇÍÂÆÑ ØSÆÒÒÍ òæòÛÙ ÂÌÍÂ ÆâÂÆÊÖÃÊÎ óÓÓöÄÅÃÂÌ ÑÔÇÆÄ ÍÄ ÍàËÏÆ ÃÄ ÌÍÑÒÇÆÄÄC ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ÕÌÍÊÎÆ ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊæTËÑÆ ÐÑÆÕÃÄÆÇáÝ ËÔÑ ÐÑÆßÆÑÑÆÖ ÒÆÂÌËÖ ßËÑ ÍÄÄÃÎÊÃÊÎ ÒÆÍÊÃÊÎ ÂË ×óÓÓöÄ ÃÄ ÃÊÄÆÊÄÃÂÃÏÆ ÂËÑÔÇÆÄ Ëß ÄÔÕÌ ßËÑÒæ
ÁÊ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆÝ ÅÆ ÍÖÖÑÆÄÄ ÂÌÆ ÃÖÆÍ Ëß ÆâÂÆÊÖÃÊÎ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÚèèÞ ÅÃÂÌ ÇËËÉÈÍÌÆÍÖÍÄ ÄÔÎÎÆÄÂÆÖ àá ÚÛòÝ óÌÆËÑÆÒ îÞ ÍÊÖ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÃÂ ÒÍá ÇÆÍÖ ÂË ÐÍÂÌËÇËÎÃÕÍÇ ÄÐÆÕÃíÕÍÂÃËÊÄÅÃÂÌ ÍÊ ÔÊÕÇÆÍÑ ÒÆÍÊÃÊÎæ ØóÌÆ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ Ëß ÚÛòÞ ÆâÂÆÊÖÄ ÂÑÍÖÃÂÃËÊÍÇ ×óÓÓ ÅÃÂÌ ÐÑËàÈÍàÃÇÃÂÃÆÄ àÔÂ ÂÌÆ ÐÑËàÇÆÒ ÅÆ ÍÖÖÑÆÄÄ àÆÇËÅ ÃÄ ËÑÂÌËÎËÊÍÇ ÂË ÂÌÆ ÐÑÆÄÆÊÕÆ ËÑ ÍàÄÆÊÕÆ ËßÐÑËàÍàÃÇÃÂÃÆÄ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÅÆ ÔÄÆ ÂÌÆ ÐÇÍÃÊ ×óÓÓ ÄÆÂÂÃÊÎ ÍÄ ÖÆíÊÆÖ ÍàËÏÆæÙ
>?���@ÿ ý�U �þ�þ� VÀºW X¼¼YZ[Wÿ�½� JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ×óÓÓ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÖÆÈÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄæ

↓
x

b
→ y y

d
→ z

f(x)
d
→ d

x
a
→ y y

c
→ z

g(x)
c
→ c a

a
→ f(a) a

b
→ g(a)

x
b
→ y

f(x)
c
→ c

x
a
→ y

g(x)
d
→ d

FËÂÆ ÂÌÍÂ ÍÕÕËÑÖÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ÊËÂÍÂÃËÊ íâÆÖ àÆßËÑÆÝ ÃÊ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓÝ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ

x
b
→ y y

d
→ z

f(x)
d
→ d

>
x

b
→ y

f(x)
c
→ c

ÍÊÖ x
a
→ y y

c
→ z

g(x)
c
→ c

>
x

a
→ y

g(x)
d
→ d

àÔÂ ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ÌËÇÖ ÂÌÍÂ

a
a
→ f(a)

>
x

b
→ y y

d
→ z

f(x)
d
→ d

.

çÂ íÑÄÂ ÄÃÎÌÂÝ ÃÂ ÃÄ ÊËÂ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆÇá ÕÇÆÍÑ ÅÌÃÕÌ Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÑÆÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÄÄÌËÔÇÖ àÆ ÕËÊÄÃÖÆÑÆÖ ÍÄ ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓæ

ä



ØÛÙ {a
a
→ f(a), a

b
→ g(a), f(a)

c
→ c, g(a)

c
→ c}

Ý ËÑØèÙ {a
a
→ f(a), a

b
→ g(a), f(a)

d
→ d, g(a)

d
→ d}

Ý ËÑØòÙ {a
a
→ f(a), a

b
→ g(a)}

æ
ÓËÝ Í ÕËÊÏÃÊÕÃÊÎ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ×óÓÓöÄ ÄÌËÔÇÖ ÆÃÂÌÆÑ àÆ ÊÆÔÂÑÍÇ ÍàËÔÂ ÖÃ\ÆÑÆÊÂ ÐËÄÄÃàÇáÖÆÑÃÏÍàÇÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ØÃÊ ÃÂÆÒÄ Û ÍÊÖ èÙ ËÑ ÑÆõÆÕÂ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÍÇÂËÎÆÂÌÆÑ ÖÔÆ ÂË ÃÂÄ
ÍÒàÃÎÔËÔÄ ÊÍÂÔÑÆæ RÆ ÐÑÆÄÆÊÂ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÕÍÂÆÑ ßËÑ àËÂÌ ÐËÄÄÃàÃÇÃÂÃÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ
Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑæ
>?���@ÿ ý�] óÌÆ ÄÃÂÔÍÂÃËÊ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÃÄ ÆÏÆÊ ÅËÑÄÆæ

↓
x

a
→ y y

b
→ z

f(x)
b
→ a a

a
→ f(a)

x
a
→ y

f(x)
b
→ b

Áß ËÊÆ ÃÊÃÂÃÍÇÇá ÍÄÄÔÒÆÄ ÂÌÍÂ ßÑËÒ ÑÔÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ íÑÄÂ ÑËÅ ËÊÆ ÕÍÊÊËÂ ÖÆÑÃÏÆ ÍÊá ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÅÃÂÌ
f(a)

ÍÄ ÃÂÄ ÄËÔÑÕÆ ØÅÌÃÕÌ ÃÄ Í ÇÆÎÃÂÃÒÍÂÆ ÍÄÄÔÒÐÂÃËÊÙÝ ÂÌÆÊ ÂÌÆ ÑÔÇÆ àÆÇËÅ ÍÇÇËÅÄ
ßËÑ ÖÆÑÃÏÃÊÎ f(a)

b
→ b

æ óÌÃÄ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÝ ÃÊ ÂÔÑÊÝ ÆÊÍàÇÆÄ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß ÂÌÆ ÑÔÇÆ ÍàËÏÆ ÃÂ
ØÇÆÍÖÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊ ÂÌÍÂ

f(a)
b
→ a

ÄÌËÔÇÖ àÆ ÖÆÑÃÏÍàÇÆÙ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÂÌÆ ÏÆÑá ÄÍÒÆ ÑÔÇÆàÆÇËÅ ÒÔÄÂ ÌÍÏÆ àÆÆÊ ÖÃÄÍàÇÆÖ ÍÊÖ ÂÌÆ ÕÌÍÃÊ Ëß ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂËÑá ÕËÊÕÇÔÄÃËÊÄ ÎËÆÄ ËÊ ßËÑÆÏÆÑæçÎÍÃÊÝ ÍÊá ÕËÊÏÃÊÕÃÊÎ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ×óÓÓöÄ ÄÌËÔÇÖ ÆÃÂÌÆÑ íÊÖ Í ÅÍá ÂË ÖÆÍÇ ÅÃÂÌ ÂÌÆ
ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂËÑá ÕËÊÕÇÔÄÃËÊÄ ØÆæÎæÝ àá ÕËÊÄÃÖÆÑÃÊÎ ÍÇÇ Ëß ÂÌÆÒ ÔÊÕÆÑÂÍÃÊ áÆÂ ÐËÄÄÃàÇá ÖÆÑÃÏÍàÇÆÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄÙ ËÑ ÑÆõÆÕÂ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÍÇÂËÎÆÂÌÆÑ ÖÔÆ ÂË ÃÂÄ ÐÍÑÍÖËâÃÕÍÇ ÊÍÂÔÑÆæ óÌÆ ÊËÂÃËÊÄ
Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÐÑÆÄÆÊÂÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ ÍÇÇËÅ ßËÑ àËÂÌ ÃÊÂÆÑÐÑÆÂÍÂÃËÊÄæ

óÌÆ ÍàËÏÆ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÒÍÉÆ ÂÌÆ ÕÍÄÆ ßËÑ Í ÒËÑÆ ÐÑËßËÔÊÖ ÄÂÔÖá Ëß ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ËÑÖÆÑÆÖ
Ó×ÓÝ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÂÌÆ ÄÔàõÆÕÂ Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÆÕÂÃËÊæ

A �ÿ��¹ºÀ¿� ¼^ þ���

çÊ ×óÓÓ ÃÄ ÄÔÐÐËÄÆÖ ÂË ÃÊÖÔÕÆ Í ÔÊÃúÔÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ËÊ ÕÇËÄÆÖ ÂÆÑÒÄ àÔÂ ÍÄ _âÈÍÒÐÇÆ èæû ÍÇÑÆÍÖá ÄÔÎÎÆÄÂÆÖÝ ßËÑ ÄËÒÆ ×óÓÓöÄ ÂÌÆ ÅÍá ÂË ÍÄÄÃÎÊ ÄÔÕÌ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ

Ü



ÒÍá ÊËÂ àÆ ÄÂÑÍÃÎÌÂßËÑÅÍÑÖæ óÌÃÄ ÐÌÆÊËÒÆÊËÊ ÌÍÄ àÆÆÊ ÉÊËÅÊ ÃÊ ÄÆÏÆÑÍÇ ÍÑÆÍÄ ÄÔÕÌ ÍÄ
ÇËÎÃÕ ÐÑËÎÑÍÒÒÃÊÎ ÍÊÖ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÃÊÎ ÍÊÖ ÆÏÆÊ ÃÊÄÃÖÆ ÂÌÆ Ó×Ó ÒÆÂÍÈÂÌÆËÑá ÍÄ ÂÌÆ ÑÆÄÔÇÂ
Ëß ÃÊÂÑËÖÔÕÃÊÎ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÂË Ó×Ó ÑÔÇÆÄæ =ËÑ óÓÓöÄ ÅÃÂÌ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÄÆÏÆÑÍÇ
ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÌÍÏÆ àÆÆÊ ÖÆíÊÆÖ ÍÊÖ ÔÄÆÖÝ Ëß ÅÌÃÕÌ ÚåÞ ÐÑËÏÃÖÆÄ ÍÊ ËÏÆÑÏÃÆÅ ÍÊÖ Í
ÕËÒÐÍÑÃÄËÊæ ñÆÑÆÝ ÅÆ ÂÍÉÆ ÂÌÆ ÒÍõËÑ ÄÆÒÍÊÂÃÕ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÚåÞ ÍÊÖ ÑÆÈÃÊÂÆÑÐÑÆÂ ËÑ ÑÆÈÐÌÑÍÄÆÂÌÆÒ ßËÑ ×óÓÓöÄæ _âÍÒÐÇÆÄ ÄÃÒÃÇÍÑ ÂË ÂÌËÄÆ Ëß ÚåÞ ÍÑÆ ÎÃÏÆÊ ÌÆÑÆ àËÂÌ ÂË ÒËÂÃÏÍÂÆ ÂÌÆ ÊËÈÂÃËÊÄ ÍÊÖ ÂË ßÍÕÃÇÃÂÍÂÆ ÕËÒÐÍÑÃÊÎ ÂÌÆ ÂÅË ÐÍÑÍÖÃÎÒÄ ØÃæÆæÝ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÏÄæ ËÑÖÆÑÃÊÎÄÙæ×ÔÑ ÐÑËËßÄ ÃÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊ ßËÇÇËÅ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ ÍÄ ÂÌËÄÆ Ëß ÚåÞæ
óÌÆ ÄÆÕÂÃËÊ ÃÊÂÑËÖÔÕÆÄ ÂÅÆÇÏÆ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÍÊÖ ÍÄÄÆÄÄÆÄ ÂÌÆÃÑ ÄÔÃÂÍàÃÇÃÂáæ ×ÔÑ ÐÑÆÈßÆÑÑÆÖ ÍÊÖ ÒËÄÂ ÎÆÊÆÑÍÇ ÊËÂÃËÊ ÃÄ ÂÌÆ !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�! ØÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÜÙ àÔÂÝ ßËÑÂÌÆ ÐÔÑÐËÄÆ Ëß ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÒÆÂÍÈÑÆÄÔÇÂÄÝ ÅÆ ßÍÏËÑ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÖÆíÊÆÖ ÃÊ ÂÆÑÒÄ Ëß ����!�����

ØÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÛÛÙæ
óÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ÍÊ ×óÓÓ ÃÄ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÃÂ ÖÆíÊÆÄ ËÊ ÕÇËÄÆÖ ÂÆÑÒÄæ óÌÔÄÝ ÃÊÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ËÊÇá ÌÍÏÆ ÂË ÖÆÍÇ ÅÃÂÌ ÕÇËÄÆÖ ÃÊÄÂÍÊÂÃÍÂÃËÊÄ Ëß ÖÆÖÔÕÂÃËÊÑÔÇÆÄæ óË ÍÏËÃÖ ÑÆÐÆÍÂÃÊÎ ÂÌÆ ÐÌÑÍÄÆ :ÍÊ ÃÊÄÂÍÊÕÆ Ëß ÑÔÇÆ r ÔÊÖÆÑ Í ÕÇËÄÃÊÎ ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃËÊ
σ
;Ý ÃÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ×óÓÓöÄ ËÊÇá ÕËÊÂÍÃÊ ÕÇËÄÆÖ ÂÆÑÒÄæ óË ÖÆíÊÆ ÂÌÆÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ×óÓÓÝ ËÊÆ ÒÍá ÃÊÄÂÍÊÂÃÍÂÆ ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ ÍÊÖ ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎ ÑÆÇÍÂÃËÊÔÊÖÆÑ ÍÇÇ ÕÇËÄÃÊÎ ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃËÊÄ ÍÊÖ ÂÌÆÊ ÔÄÆ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ

Ëß ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�· �I@¼�À¹� �þ����`�� 6�#�� �� �$ ��$�$) a377

(R,<)* closed(R,<)
.
=

(R′, <′) '(�$� R′ .
= {σ(r) | σ : V → C, r ∈ R}

��. <′ .
= {(σ(r), σ(r′)) | σ : V → C,

r, r′ ∈ R, r < r′}
	 7���!�$!)* " �$ � 377

R* closed(R)
.
= R′ '(�$� R′ �
 .�,��. � �#�	

RÆ ÄÂÍÑÂ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÐÑËÏÍàÃÇÃÂáÝ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÂÌÆ ÔÄÔÍÇ ÅÍá Ëß ÎÃÏÃÊÎ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÂË ËÑÖÃÊÍÑá ÐËÄÃÂÃÏÆ óÓÓöÄ ØÃæÆæÝ ÅÃÂÌËÔÂ ËÑÖÆÑÃÊÎ ËÑ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÙæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�ý �B»¼¼^ � 6�#�� �� a377

(R,<)* � ÐÑËËß p " �$ � "�$��!� φ �
 � '�!!%" ���.�. ��'�$.!)  $���(��4 �$�� �" '(��(

&
+ �(� ��.�
 �$� "�$��!��*
&�+ �(� $��� �
 φ* ��.
&b+ �" � ��.� �
 !� �!!�. φ′ ��. �(� ��.�
 � �#� �� " �$� �(� 
��K * �(�� �(�$� �
 � .�.������

$�!� r ∈ R 
��( �(�� r =
K

φ′

	
�� rÈÐÑËËß " �$ φ �
 � �$��" �� '(��( �(� !�
� 
��� �
 .�� �� .�.������ $�!� r 	 5� '$���
(R,<) `p φ

'(�� p �
 � �$��" �� (R,<)
" �$ φ	 5� ��) .$�� (R,<) '(�� �� �
 �!��$ "$��

�(� �����-�	 5� .����� �(� 
�� �" .�.������ $�!�
 �
�. �� � �$��" p  ) rules(p)
	 5� '$���

T � p
" �$ � �$��
����� $�!����� T ��. � �$��" p �� .����� �(�� " �$ �!! ��.�
 φ �� p* '� (�#�

φ ∈ T
	 � �$��" p �
 ��!!�. ÒÃÊÃÒÍÇ '(�� "�$ ���(  $���( �" �(� �$��* � "�$��!� φ �����$
�� ��
� ����	

ï



ÁÂ ÃÒÒÆÖÃÍÂÆÇá ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÊá ÂÅË ×óÓÓöÄ (R,<)
Ý
(R′, <′)

Ý
Ãß
R ⊆ R′ ÂÌÆÊ {φ | (R,<) `p φ} ⊆ {φ | (R′, <) `p φ}

æ TËÑÆËÏÆÑÝ ßËÑ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ÐËÄÃÂÃÏÆßËÑÒÔÇÍ φÝ `p φ Ãß ÍÊÖ ËÊÇá Ãß ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÒÃÊÃÒÍÇ ÐÑËËß q ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
`q φ

æ
óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÄ ÂÌÆ ËàÏÃËÔÄ ÊËÂÃËÊ ÅÌÆÊ ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÃÄ ÆÒÐÂáæÁÂ ÄÆÑÏÆÄ ÍÄ Í ÄÂÍÑÂÃÊÎ ÐËÃÊÂÝ ËÑ íÑÄÂ ÍÐÐÑËâÃÒÍÂÃËÊÝ ßËÑ ÄÆÏÆÑÍÇ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÊ ÂÌÆ
ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑæ

�ÿ��¹ºÀ¿� · �B»¼c��À@Àº�� 3(� 
�������
 �" �� a377
(R,<) �
 �(� 
�� �" �!! " �$��!��

φ 
��( �(�� `p φ " �$ 
��� �$��" p	

çÄ ÄÍÃÖ àÆßËÑÆÝ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ ÊÆÎÇÆÕÂÄ ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎ ËÊ ÑÔÇÆÄ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÔÄÆÖßËÑ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ×óÓÓöÄÝ àÔÂ ÃÂ ÕÍÊ àÆ ÌÆÇÐßÔÇ ÃÊ íÊÖÃÊÎ ÂÌÆ ÑÃÎÌÂ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÊ ÂÌÆßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÆÊÄÆæ çÊá ÐÑËÐËÄÍÇ ßËÑ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ×óÓÓöÄ ÄÌËÔÇÖ ÕËÃÊÕÃÖÆ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ
Ëß ÐÑËÏÍàÃÇÃÂá ÅÌÆÊ ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÃÄ ÂÍÉÆÊ ÂË àÆ ÆÒÐÂáæ ÁÊ ÐÍÑÂÃÕÔÇÍÑÝ ÊË ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ
Ëß ×óÓÓöÄ ÄÌËÔÇÖ ÍÖÒÃÂ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÊËÂ ÐÑËÏÍàÇÆæ çÇÂÌËÔÎÌ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÕÑÃÂÆÑÃËÊÄÆÆÒÄ ÂÑÃÏÃÍÇÝ ÍÄ ÅÆ ËàÄÆÑÏÆ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑÝ ÄËÒÆ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ óÓÓöÄ ÅÌÆÊÍÐÐÇÃÆÖ ÂË ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ ÅÃÂÌ ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ËÊ ÑÔÇÆÄ ßÍÇÇ ÄÌËÑÂ Ëß ÄÍÂÃÄßáÃÊÎ ÃÂæ
FÆâÂÝ ÅÆ ÎÃÏÆ Í ßÆÅ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÅÌÃÕÌ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆ ÃÊ ÒËÑÆ ÖÆÂÍÃÇ ËÔÑ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆ ÔÊÖÆÑÄÂÍÊÖÃÊÎ
Ëß ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ×óÓÓöÄæ

>?���@ÿ A�A

↓
a

a
→ a

a
a
→ a

b
b
→ b

ÁÊ ËÔÑ ÏÃÆÅÝ Í ÑÆÍÄËÊÍàÇÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÄÌËÔÇÖ ÖÆíÊÆ {b
b
→ b}

ÍÄ ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ÂÌÆÍàËÏÆ ×óÓÓæ óÌÆÑÆ ÃÄ ÊË ÑÆÍÄËÊ ÂË àÆÇÃÆÏÆ ÂÌÍÂ
a

a
→ a

ÃÄ ÐËÄÄÃàÇÆ ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ ÂÌÆ ÑÔÇÆ ÐÇÍÕÆÖÍàËÏÆ ÂÌÆ ÍâÃËÒ
b

b
→ b

ÃÄ ÊËÂ ÍÐÐÇÃÕÍàÇÆæ

å



>?���@ÿ A�H JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓæ

↓
a

a
→ a

b
b
→ b

b
a
→ b

a
b
→ a

b
a
→ b a

a
→ a

óÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÊËÂ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆÇá ÕÇÆÍÑÝ ÊÍÒÆÇáÝ ÃÂ ÃÄ ÊËÂ ÕÇÆÍÑ ÌËÅ ÂË
ÐÑÆßÆÑ ËÊÆ Ëß ÂÌÆ ÂÅË ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÄ {b a

→ b, a
b
→ a} ËÑ {a a

→ a, b
b
→ b} ËÏÆÑ ÂÌÆ ËÂÌÆÑæ

>?���@ÿ A�U JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÃÊ ÅÌÃÕÌ ÂÌÆ ÄáÒàËÇ �
ÃÄ ÒÆÍÊÂ ÂË ÖÆÊËÂÆÂÌÍÂ Í ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ ÃÄ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ ÃÂÄÆÇßæ

↓
�

a
a
→ a

a
a
→ a

a
a
→ a

óÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÔÊÕÇÆÍÑ ÍÄ ÍÊá ÖÆÕÃÄÃËÊ ÍàËÔÂ ÍÐÐÇÃÕÍàÃÇÃÂá Ëß ÂÌÆ ÔÐÐÆÑ
ÑÔÇÆ ÃÄ ÄÆÇßÈÕËÊÂÑÍÖÃÕÂËÑáæ
>?���@ÿ A�]

�
a

a
→ a

çÊá ÄÍÂÃÄßÍÕÂËÑá ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ×óÓÓöÄ ÄÌËÔÇÖ ÍÄÄËÕÃÍÂÆ ÂÌÆ ÆÒÐÂá ÄÆÂ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÍàËÏÆ×óÓÓæ

Ûã



óÌÆ ÄÃÂÔÍÂÃËÊ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÃÄ ÒËÑÆ ÄÔàÂÇÆæ

↓ �
a

a
→ a

b
b
→ b

×ÊÆ ÒÍá ÆâÐÆÕÂ b b
→ b

ÂË àÆ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÄÃÊÕÆ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ Ëß
a

a
→ a

ÃÄ ÍÇÅÍáÄ ÖÃÄÍàÇÆÖæ ÁÊ ÚèèÞ ÂÌÆ ÍÔÂÌËÑÄ ÑÆúÔÃÑÆ ÂÌÍÂ ßËÑ b b
→ b

ÂË àÆ ÃÊÕÇÔÖÆÖÝ ÊËÌÃÎÌÆÑ ÑÔÇÆ ÄÌËÔÇÖ àÆ ÍÐÐÇÃÕÍàÇÆ ØÒÆÍÊÃÊÎ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÍÑÆ ÃÊ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÙæ
ÓÃÊÕÆ

a
a
→ a

ÕÍÊ ÍÇÅÍáÄ àÆ ÍÐÐÇÃÆÖÝ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÖËÆÄ ÊËÂ ÍÇÇËÅ ßËÑ ÖÆÑÃÏÃÊÎ b b
→ b

æ óÌÔÄÝ
ÍÕÕËÑÖÃÊÎ ÂË ÚèèÞÝ ÍÊ ÍâÃËÒ ØÆÏÆÊ ÅÃÂÌ Í ÄÆÇßÈÇËËÐÙ ÖÃÄÍàÇÆÄ ÍÊá ÑÔÇÆ ÐÇÍÕÆÖ àÆÇËÅ ÃÂæ RÆÍÃÒ ÂË àÆ ÕËÊÄÃÄÂÆÊÂ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÃÊÂÔÃÂÃËÊ ÂÌÑËÔÎÌËÔÂ ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑæ

b	
 3'�%d�!��. 7�!�����


ÁÊ ÂÌÃÄ ÄÔàÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ ÄÆÏÆÑÍÇ ÅÍáÄ Ëß ÍÄÄÃÎÊÃÊÎ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÂË ÍÊ ×óÓÓæóÌÆÄÆ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÍÑÆ ÕÍÇÇÆÖ ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ àÆÕÍÔÄÆ ÂÌÆá ÖÆíÊÆ ËÊÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ØÅÌÃÕÌÃÄ Í ÄÆÂ Ëß ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ßËÑÒÔÇÍÆ ÂÌÍÂÝ ÐÔÑÐËÑÂÆÖÇáÝ ÕÍÊ àÆ ÕÆÑÂÍÃÊÇá ÖÆÑÃÏÆÖ ßÑËÒ ÂÌÆ ×óÓÓÙÍÊÖ ÑÆõÆÕÂ ÂÌÆ ËÂÌÆÑ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÍÄ ÃÒÐËÄÄÃàÇÆæ
RÆ ÄÂÍÑÂ ÅÃÂÌ Í ßÆÅ ÒËÖÆÇÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ óË ÂÌÃÄ ÆÊÖÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ ÅÌÍÂ ÃÂ
ÒÆÍÊÄ ßËÑ Í ÑÔÇÆ ÂË àÆ ÕËÑÑÆÕÂ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÝ ÊÍÒÆÇá ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÑÔÇÆÄÍàËÏÆ ÃÂ ÕÍÊÊËÂ íÊÖ ÍÂ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ Ëß ÂÌÆÃÑ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊæ óÌÆÊÝ ÅÆ
ÐÑËÕÆÆÖ ÅÃÂÌ ÖÆíÊÃÊÎ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÒËÖÆÇ ÍÊÖ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ØÅÌÃÕÌ ÍÕÂÔÍÇÇá ÄÂÍÊÖ ßËÑ:ÕËÑÑÆÕÂ ÒËÖÆÇ; ÍÊÖ :ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÍÊÖ ÕËÑÑÆÕÂ ÒËÖÆÇ;Ùæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�e �I¼»»ÿ¿º� 6�#�� �� a377

(R,<)
��. � �$��
����� $�!����� T * '� 
�)

�(�� � .�.������ $�!� r =
H

φ
∈ R �
 ÕËÑÑÆÕÂ '	$	�	 T '(�� "�$ �!!

r′ =
H ′

ψ
∈ higher(r)*

H ′ * T
	 � �$��" p " �$ � "�$��!� φ �
 ÕËÑÑÆÕÂ '	$	�	 T '(�� "�$ �!!

r ∈ rules(p)* r �
 ��$$���
'	$	�	 T 	

ÛÛ



Xÿ��� A�f /" r �
 ��$$��� '	$	�	 T �(�� �� �
 ��$$��� '	$	�	 �!! T ′ ⊆ T
	

g$��" 	 óÑÃÏÃÍÇ ßÑËÒ hÆíÊÃÂÃËÊ òæÜæ
�

iÄÃÊÎ ÂÌÆ ÂÆÑÒÃÊËÇËÎá Ëß ÚèÛÝèèÞÝ Í ÑÔÇÆ r ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂÝ ÅÌÆÊ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ ÃÊ higher(r)
ÍÑÆ ÊËÂ���!��� !� ÄÃÊÕÆ ÂÌÆá ÒÃÄÄ ÍÂ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ Ëß ÂÌÆÃÑ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ

�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�j �k¼½ÿ@� � �$��
����� $�!����� T �
 � ÒËÖÆÇ " �$ �� a377
(R,<) '(��

"�$ �!!
r =

H

φ
∈ R �" H ⊆ T

��. r �
 ��$$��� '	$	�	 T �(�� φ ∈ T
	

éÍÄÆÖ ËÊ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊÝ ËÊÆ ÒÍá ÖÆíÊÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ×óÓÓöÄæ
�ÿ��¹ºÀ¿� ý �Xÿ��º k¼½ÿ@� �� a377 �
 ������4"�! �" �� (�
 � !��
� ��.�!* ��. ��


�������
 �
 ��
 !��
� ��.�!	

=ËÑ ÂÌÆ ×óÓÓ Ëß _âÍÒÐÇÆ òæûÝ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ è ÖÆíÊÆÄ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ {a
a
→ a}

ÍÄ ÃÂÄ
ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÝ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÕËÔÊÂÆÑÈÃÊÂÔÃÂÃÏÆæ ÓÃÒÃÇÍÑÇáÝ ßËÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ óÓÓÝ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÖÃÏÆÑÎÆÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÂÔÃÂÃËÊæ
>?���@ÿ A�·l

↓
a

a
→ a

a
a
→ a

a
a
→ a

óÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ óÓÓ ÃÄ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆÇá ÔÊÖÆíÊÆÖ ßËÑ ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË àÍÄÆ ÂË ÃÊÃÂÃÍÇÇáÍÄÄÔÒÆ a a
→ a

ÍÊÖ Ãß ÅÆ ÍÐÐÇá ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÑÔÇÆ ÍÊÖ ÅÆ íÊÖ Í ÑÆÍÄËÊ ßËÑ a a
→ a

ÂÌÃÄ ÅÃÇÇ ÃÊÂÔÑÊ ÆÊÍàÇÆ ÂÌÆ ÔÐÐÆÑ ÑÔÇÆ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÖÃÄÍàÇÆ ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑÔÇÆæ ñËÅÆÏÆÑÝ ÃÂ ÌÍÄ
{a

a
→ a}

ÍÄ ÃÂÄ
ÇÆÍÄÂ ÒËÖÆÇ ØÊËÂÆ ÂÌÍÂ

∅
ÃÄ ÊËÂ Í ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÃÄ ×óÓÓÝ ÄÃÊÕÆ ßÑËÒ ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑÔÇÆ ÃÂ ÅÃÇÇ ÂÌÆÊßËÇÇËÅ ÂÌÍÂ

a
a
→ a

ÄÌËÔÇÖ àÆ ÃÊ ÂÌÆ ÒËÖÆÇÙæ

_ÏÆÊ ÃÊ ÕÍÄÆÄ ÅÌÆÑÆ ÂÌÆ óÓÓ ÌÍÄ Í ÒËÖÆÇÝ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÒËÖÆÇ ÊÆÆÖ ÊËÂ ÆâÃÄÂæ JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ
óÓÓ ÃÊ _âÍÒÐÇÆ òæîG àËÂÌ {b

a
→ b, a

b
→ a}

ÍÊÖ {a
a
→ a, b

b
→ b}

ÍÑÆ ÒÃÊÃÒÍÇ ÒËÖÆÇÄ Ëß ÃÂæ

Ûè



óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÒÍÉÆÄ ÂÌÆ ÑÆúÔÃÑÆÒÆÊÂÄ ËÊ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÄÂÑÃÕÂÆÑÝÍÊÖ ÂÌÆÑÆàá ÒÍá àÆ ÌÆÇÐßÔÇ ÃÊ ÑÆõÆÕÂÃÊÎ ÄËÒÆ Ëß ÂÌÆ ÐÍÂÌËÇËÎÃÕÍÇ ÒËÖÆÇÄæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�·· ��¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� � �$��
����� $�!����� T �
 � ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ �"
�� a377

(R,<) '(�� �� �
 � ��.�! ��. "�$ �!!
φ ∈ T * �(�$� �-�
�
 r =

H

φ
∈ R 
��( �(��

H ⊆ T
��. r �
 ��$$��� '	$	�	 T 	

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÅË ÊËÂÃËÊÄ ÆâÐÇËÃÂ ÂÌÆ ÕËÊÕÆÐÂ Ëß ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÃÊ ËÑÖÆÑ ÂË ÖÆíÊÆ Í
ÒÆÍÊÃÊÎ ßËÑ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Óæ
�ÿ��¹ºÀ¿� A �Xÿ��º �¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� �� a377 �
 ������4"�! '(�� �� (�
 � !��
�

����$��. ��.�! ��. ��
 
�������
 �
 ��
 !��
� 
����$��. ��.�!	
�ÿ��¹ºÀ¿� H �m¹Àn¾ÿ �¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� �� a377 �
 ������4"�! '(�� �� (�
 � ���o��

����$��. ��.�! ��. ��
 
�������
 �
 ��
 ���o�� 
����$��. ��.�!	

ñËÅÆÏÆÑÝ ÍÄ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÅË ÆâÍÒÐÇÆÄ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆÝ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ò ÍÊÖ î ÍÑÆ àËÂÌ ÃÊ ÄËÒÆ
ÕÍÄÆÄ ÕËÔÊÂÆÑÈÃÊÂÔÃÂÃÏÆæ
>?���@ÿ A�·ý

↓
a

a
→ a

a
a
→ a

b
b
→ b

a
a
→ a

b
b
→ b

b
b
→ b

a
a
→ a

óÌÆ ÇÆÍÄÂ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ßËÑ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ
{a

a
→ a, b

b
→ b}

Ý ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÕËÔÊÂÆÑÈÃÊÂÔÃÂÃÏÆØÃæÆæÝ ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË ÑÆÍÄËÊ ÂË àÆÇÃÆÏÆ ÂÌÍÂ
a

a
→ a ËÑ b b

→ b
ÄÌËÔÇÖ àÆ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÑÆÇÍÂÃËÊÙæ ÓÃÒÃÇÍÑÇáÝ ÂÌÆ ÔÊÃúÔÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÍÄÄËÕÃÍÂÆÄ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÂË ÂÌÆ ÍàËÏÆ×óÓÓÝ ÂÌÔÄ ÎÃÏÃÊÎ ÔÄ Í ÎËËÖ ÑÆÍÄËÊ ÂË ÑÆõÆÕÂ àËÂÌ ÊËÂÃËÊÄæ

>?���@ÿ A�·A

a
a
→ a

a
a
→ a

Ûò



óÌÆ ÍàËÏÆ óÓÓ ØÅÃÂÌ ÍÊ ÆÒÐÂá ËÑÖÆÑÃÊÎÙ ÌÍÄ ÊË ÔÊÃúÔÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÄÃÊÕÆ àËÂÌ ∅
ÍÊÖ

{a
a
→ a}

ÍÑÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÄ Ëß ÃÂæ óÌÆÑÆßËÑÆ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÔÊÃúÔÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÖËÆÄ
ÊËÂ ÕËÃÊÕÃÖÆ ÅÃÂÌ ÐÑËÏÍàÃÇÃÂá ßËÑ ÔÊËÑÖÆÑÆÖ óÓÓöÄÝ ÎÃÏÃÊÎ ÍÊËÂÌÆÑ ÑÆÍÄËÊ ÂË ÑÆõÆÕÂ ÃÂæ

FÆâÂÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÝ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÐÑËÐËÄÆÖ ÃÊ ÚäÞ ÍÊÖ ÃÄ
ÆâÐÇËÃÂÆÖ ÂË ÖÆíÊÆ ÂÌÆ :ÒËÄÂ ÑÆÍÄËÊÍàÇÆ; ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�·H ���V¼Zp�@¾ÿ½� �º��@ÿ k¼½ÿ@� 6�#�� �� a377

(R,<)* �$��
����� $�%!����� T �
 ØÂÅËÈÏÍÇÔÆÖÙ ÄÂÍàÇÆ '(�� φ ∈ T �" ��. ��!) �" `p φ " �$ 
��� �$��" p 
��( �(��
p �
 ��$$��� '	$	�	 T 	

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÝ ÍÄ ÄÌËÅÊ àá ÂÌÆ ÂÌÆËÑÆÒ ÍßÂÆÑÅÍÑÖÄÝ ÃÄ
ÍÊËÂÌÆÑ ÅÍá Ëß ßËÑÒÔÇÍÂÃÊÎ ÂÌÆ ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�·U �qÿ@@Z�¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� 6�#�� �� a377

(R,<)* �$��
����� $�!�����
T �
 ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ '(�� φ ∈ T �" ��. ��!) �" `p φ " �$ 
��� �$��" p 
��( �(�� T � p

��.
p �
 ��$$��� '	$	�	 T 	
�Wÿ¼»ÿ� A�·]

T �
 � '�!!%
����$��. ��.�! " �$ (R,<) �" ��. ��!) �" �� �
 
�� !� " �$ ��	

g$��" 	 RÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÄ ÍÑÆ ÕÇÆÍÑÇá ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄæ rÃÏÆÊ Í ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÝ àá ÍÊ ÃÊÈÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÐÑËËß pÝ ËÊÆ ÕÍÊ ÕÌÆÕÉ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ÊËÖÆÄ φ ÃÊ pÝ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ
T � p

ÍÊÖÂÌÔÄÝ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄ ÍÑÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖÝ ÍÄ ÅÆÇÇæ
�

×ÊÆ ÒÍá ÔÄÆ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ØÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆÙ ÒËÖÆÇ ÂË ÖÆíÊÆ Í ÄÆÒÍÊÂÃÕÄßËÑ ËÑÖÆÑ Ó×Óæ
�ÿ��¹ºÀ¿� U �Xÿ��º qÿ@@Z�¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� �� a377 �
 ������4"�! '(�� �� (�
 �
!��
� '�!!%
����$��. ��.�!* ��. 
��( � !��
� '�!!%
����$��. ��.�! �
 ��
 
�������
	
�ÿ��¹ºÀ¿� ] �m¹Àn¾ÿ qÿ@@Z�¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� �� a377 �
 ������4"�! '(�� �� (�
� ���o�� '�!!%
����$��. ��.�!* ��. ��
 
�������
 �
 ��
 ���o�� '�!!%
����$��. ��.�!	

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆËÑÆÒ ÃÒÐÇÃÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÂÅË ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÍÕÂÔÍÇÇá ÕËÃÊÕÃÖÆæ
�Wÿ¼»ÿ� A�·e 1�$ �� a377

(R,<)* ��) !��
� '�!!%
����$��. ��.�! �
 � ���o�� '�!!%

����$��. ��.�!	

g$��" 	 ÁÂ ÄÔðÕÆÄ ÂË ÕËÊÄÃÖÆÑ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄÝ ÖÔÆ ÂË óÌÆËÑÆÒ òæÛäæRÆ ÐÑËÏÆ ÂÌÍÂ Ãß Í ÄÂÍàÇÆ
ÒËÖÆÇ T ÃÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂÝ ÂÌÆÊ ÃÂ ÃÄ ÂÌÆ ÔÊÃúÔÆ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÝ ÃæÆæÝ Ãß T ⊆ T ′ ÂÌÆÊ T = T ′ Ý ßËÑ

Ûî



ÍÇÇ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄ T ′
æ Áß

T ⊆ T ′ ÍÊÖ φ ∈ T ′ Ý ÂÌÆÊ (R,<) `p φ
ßËÑ ÄËÒÆ ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ T ′

æ óÌÆÊÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ SÆÒÒÍ òæï ÂÌÍÂ
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ T ÍÊÖ ÂÌÔÄ
φ ∈ T

æ óÌÔÄÝ T ′ ⊆ T
ÍÊÖ àá ÍÄÄÔÒÐÂÃËÊ T ⊆ T ′ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ T = T ′

æ
�

ç ÔÊÃúÔÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÃÄ ÂÑÃÏÃÍÇÇá ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ óÌÆËÈÑÆÒ òæÛÜ ÂÌÍÂ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ û ÍÊÖ ä ÕËÃÊÕÃÖÆæ
>?���@ÿ A�·f óÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÇÆÍÄÂ ØÔÊÃúÔÆÙ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÃÒÐÑËÏÆÄ ÂÌÆ ÕËÔÊÂÆÑÈÃÊÂÔÃÂÃÏÆ ÕËÊÄÆúÔÆÊÕÆÄ Ëß ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ò ÍÊÖ î ÕËÊÕÆÑÊÃÊÎ _âÍÒÐÇÆÄ òæÛè ÍÊÖ òæÛòæ
ÁÂ ÕËÊÄÃÖÆÑÄ ÂÌÆ ×óÓÓ ÃÊ _âÍÒÐÇÆ òæÛè ÂË àÆ ÒÆÍÊÃÊÎÇÆÄÄC ÓÔÐÐËÄÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ×óÓÓ Ëß_âÍÒÐÇÆ òæÛè ÍÖÒÃÂÄ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ T æ Áß

a
a
→ a ∈ T

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÄÌËÔÇÖ ÆâÃÄÂ Í
ÐÑËËß ßËÑ ÃÂ ÍÊÖ ÂÌÆ ÐÑËËß ÄÌËÔÇÖ ÃÊÏËÇÏÆ ÂÌÆ ÍâÃËÒ

a
a
→ a

æ éÔÂ ÂÌÆÊÝ ßËÑ ÂÌÆ ÍâÃËÒ ÂË
àÆ ÕËÑÑÆÕÂÝ ÂÌÆ ÑÔÇÆ ÍàËÏÆ ÃÂ ÄÌËÔÇÖ ÊËÂ àÆ ÍÐÐÇÃÕÍàÇÆ ÍÊÖ ÂÌÔÄ a a

→ a /∈ T
æ ÓÃÒÃÇÍÑÇáÝ Ãß

a
a
→ a /∈ T

Ý ÂÌÆÊ ÂÌÆ ÍâÃËÒ
a

a
→ a

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÍÊÖ ÂÌÔÄ a a
→ a ∈ T

æ
ÁÂ ÍÄÄÃÎÊÄ ÂÌÆ ÆÒÐÂá ÄÆÂ ÍÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ØÍÊÖ ÔÊÃúÔÆÙ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ×óÓÓ ÃÊ_âÍÒÐÇÆ òæÛòÝ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÃÊ ÇÃÊÆ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÎÃÏÆÊ ÃÊ ÚåÞ ÃÊ ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ Ëß ÎÆÊÆÑÍÇóÓÓöÄæ

óÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÂÑÍÂÃíÕÍÂÃËÊ ÅÍÄ ÄÔÎÎÆÄÂÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÕËÊÂÆâÂ Ëß ÇËÎÃÕ ÐÑËÎÑÍÒÒÃÊÎ àá LÑôáÈÒÔÄÃÊÄÉÃ ÃÊ ÚÛåÞ ÍÊÖ ÍÖËÐÂÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÕËÊÂÆâÂ Ëß Ó×Ó àá ÚÛãÞæ óÌÃÄ ÊËÂÃËÊ ÎÃÏÆÄ ÔÄ Í ÄáÊÂÍÕÂÃÕÅÍá ÂË ÕÌÆÕÉ ÅÌÆÂÌÆÑ Í ÐÍÑÂÃÕÔÇÍÑ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÄ ÒÆÍÊÃÊÎßÔÇ ÍÕÕËÑÖÃÊÎ ÂË ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ûæ FËÂÆÂÌÍÂ Ãß Í óÓÓ ÃÄ ÄÂÑÍÂÃíÆÖÝ ÃÂ ÃÊÖÆÆÖ ÌÍÄ Í ÔÊÃúÔÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÝ àÔÂ ÄÂÑÍÂÃíÕÍÂÃËÊ ÃÄ
ÊËÂ Í ÊÆÕÆÄÄÍÑá ÕËÊÖÃÂÃËÊ ßËÑ ÂÌÆ ÔÊÃúÔÆÊÆÄÄ Ëß ÂÌÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇæ FÆâÂÝ ÅÆ ÍÖÍÐÂÂÌÃÄ ÊËÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ Ëß ×óÓÓöÄæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�·j ��º»�ºÀ�¿�ºÀ¼¹� �� a377

(R,<) �
 ÄÂÑÍÂÃíÆÖ  ) � "������� S : Φp →

α* '(�$� α �
 �� �$.���!* '(�� "�$ �!!
r =

H

φ
∈ R* " �$ �!!

ψ ∈ H * S(ψ) ≤ S(φ)
��. "�$

�!!
r′ =

H ′

φ′
∈ higher(r)

��. "�$ �!!
ψ′ ∈ H ′ * S(ψ′) < S(φ)

	
�Wÿ¼»ÿ� A�ýl � 
�$���,�. a377

(R,<)
(�
 � ���o�� '�!!%
����$��. ��.�!	

g$��" 	 SÆÂ ×óÓÓ (R,<)
àÆ 
�$���,�. àá S : Φp → α

æ RÆ ÖÆíÊÆ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ →ÍÄ ßËÇÇËÅÄC
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�ý· s�,�� → i* " �$ ���( i < α

�
 ⋃
j → ij

'(�$� → ij
�
 �(� !�$4�
� 
��


���
")��4 φ ∈ → ij * '(�� ∃
r=

H

φ
∈R


��( �(��*

Ûû



&
+ S(φ) = i*
&�+ H ⊆ → kl * " �$ 
��� k ≤ i

��. l < j * ��.
&b+ "�$ �!! $�!�
 H ′

φ′
∈ higher(r)* �(�$� �-�
�
 ψ′ ∈ H ′ 
��( �(�� ψ′ /∈ →mn* " �$ �!!

m < i*
n < j

	
3(��* .�,�� → =

⋃
i<α → i

	

RÆ ÕÇÍÃÒ ÂÌÍÂ
→

ÃÄ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ßËÑ (R,<)
æ óÌÆ ÐÑËËß Ëß ÂÌÃÄ ÕÇÍÃÒ ÎËÆÄÆÄÄÆÊÂÃÍÇÇá ÍÇËÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÇÃÊÆÄ ÍÄ ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß Í ÄÃÒÃÇÍÑ ÂÌÆËÑÆÒ ØóÌÆËÑÆÒ èæÛûÙ ÃÊ ÚÛãÞæRÆ ÐÑËÏÆ ÂÌÍÂ

φ ∈ →
Ãß ÍÊÖ ËÊÇá Ãß

`p φ
ßËÑ Í ÐÑËËß p ÂÌÍÂ ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ → æ

⇒
Áß
φ ∈ →

Ý ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ÍÊ i
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

φ ∈ → i
ÍÊÖ φ /∈ → k

ßËÑ ÆÍÕÌ k < i
æ

=ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í
j

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
φ ∈ → ij

ÍÊÖ φ /∈ → ik

ßËÑ ÆÍÕÌ k < j
æ RÆ

ÐÑËÏÆ ÂÌÍÂ Ãß
φ ∈ → ij

ØßËÑ ÄÔÕÌ ÒÃÊÃÒÍÇ i ÍÊÖ jÙ ÂÌÆÊ `p φ
ßËÑ Í ÐÑËËß p ÂÌÍÂ ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂÅæÑæÂæ → æ RÆ ÐÑËÕÆÆÖ ÅÃÂÌ ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ i ÍÊÖ ÃÊÄÃÖÆ ÂÌÍÂÝ ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ j æÁß

φ ∈ → ij

Ý ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÑÔÇÆ r =
H

φ

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
H ⊆ → kl

ßËÑ ÄËÒÆ k ≤ i
ÍÊÖ l < j

æ óÌÔÄÝ àá ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÝ ßËÑ ÆÍÕÌ ψ ∈ H
Ý
`q ψ

ßËÑ ÄËÒÆ ÐÑËËß qÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
q

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ → æ ÁÂ ËÊÇá ÑÆÒÍÃÊÄ ÂË ÕÌÆÕÉ ÂÌÍÂ
r

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ → æ
JËÊÄÃÖÆÑ Í ÑÔÇÆ r′ =

H ′

φ′
∈ higher(r)

æ ÓÃÊÕÆ φ ∈ → ij

Ý ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ hÆíÊÃÂÃËÊ òæÛå
ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ψ′ ∈ H ′ Ý S(ψ′) < i

æ ñÆÊÕÆÝ Ãß
r

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ →mn

ßËÑ ÍÇÇ m ≤ iÍÊÖ n < j
Ý ÂÌÆÊ r

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ →
ÄÃÊÕÆ ψ′ /∈

m′n′

→
ßËÑ ÆÍÕÌ m′ ≥ i

àá ÃÂÆÒ Û ËßhÆíÊÃÂÃËÊ òæèÛæ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÃÂÆÒ ò Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ òæèÛ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í
ψ′ ∈ H ′ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

ψ′ /∈ →mn

ßËÑ ÍÇÇ m ≤ i
ÍÊÖ n < j

ÍÊÖ ÂÌÃÄ ÕËÊÕÇÔÖÆÄ ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß ÂÌÃÄ
ÃÂÆÒæ

⇐
Áß
`p φ

ÍÊÖ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ → Ý ÂÌÆÊ φ ∈ →
æ óÌÆ ÂÌÆËÑÆÒ ßËÇÇËÅÄ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ

ËÊ S(φ)
Ý ÍÊÖ ÃÊÄÃÖÆ ÂÌÍÂ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËß p ßËÑ φæ ÁÂ ÃÄ ÆÍÄáÂË ÕÌÆÕÉ ÂÌÍÂ

φ ∈ → S(φ)j
ÅÌÆÑÆ j ÃÄ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËß ßËÑ φC ÂÌÆ íÑÄÂ ÃÂÆÒ ËßhÆíÊÃÂÃËÊ òæèÛ ÌËÇÖÄ ÏÍÕÔËÔÄÇáG ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÃÂÆÒ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÍÊÖ ÂÌÆ ÂÌÃÑÖ ÃÂÆÒ ÌËÇÖÄ ÄÃÊÕÆ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË →

ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂÂË ÍÇÇ → ij

æ
ÁÂ ÑÆÒÍÃÊÄ ÂË ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÃÄ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ ÃÊÖÆÆÖ ÔÊÃúÔÆæ çÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ÍÊÈ
ËÂÌÆÑ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ T ′

æ JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ÄÆÂ D = (T \ T ′) ∪ (T ′ \ T )
G ÅÆ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ

D = ∅
æ

hÆíÊÆ Di = {φ | φ ∈ D ∧ S(φ) = i}
ÍÊÖ ÇÆÂ j àÆ ÂÌÆ ÄÒÍÇÇÆÄÂ j ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

Dj 6= ∅
Ý ÃæÆæÝ ßËÑÍÇÇ k < j

Ý
Dk = ∅

æ ñÆÊÕÆÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í
φ ∈ Dj

ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
`p φÍÊÖ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË T àÔÂ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ T ′ ËÑ ÏÃÕÆ ÏÆÑÄÍæ óÌÆÑÆßËÑÆÝ ÂÌÆÑÆ

ÆâÃÄÂ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)
ÍÊÖ r′ =

H ′

φ′
∈ higher(r)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
H ′ * T

àÔÂ H ′ ⊆ T ′ ØËÑ ÏÃÕÆ
ÏÆÑÄÍÙæ éÔÂ ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í

ψ ∈ H ′ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
ψ /∈ T

àÔÂ ψ ∈ T
æ ÓÃÊÕÆ r′ ∈ higher(r)

Ý
j > S(ψ)

ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ DS(ψ) 6= ∅
ÅÌÃÕÌ ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÄ ÂÌÆ ÒÃÊÃÒÍÇÃÂá Ëß j æ �

Ûä



óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆ ÎÃÏÆÄ Í ÑÆÍÄËÊ ÅÌá ËÊÆ ÒÍá ÕËÊÄÃÖÆÑ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ û ØÍÊÖ ÂÌÔÄÝ ÍÇÇÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ÂÌÍÂ ÒÍÂÂÆÑÙ ÃÊÍÐÐÑËÐÑÃÍÂÆæ
>?���@ÿ A�ýý

↓ �
a

a
→ a

b
b
→ b

�
b

b
→ b

a
a
→ a

�
a

a
→ a

a
a
→ a

b
b
→ b a

a
→ a a

a
→ a

óÌÆ ÇÆÍÄÂ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ßËÑ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ
{a

a
→ a}

æ óÌÃÄ ÃÄ ÍÇÄË ÃÂÄ ÇÆÍÄÂ ÒËÖÆÇÍÊÖ ÇÆÍÄÂ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇæ FËÂÆ ÂÌÍÂ íÑÄÂÇáÝ ∅ ÃÄ ÊËÂ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ØÍÊÖ ÂÌÔÄ ÊËÂ ÄÂÍàÇÆÙ ÍÊÖ
ÊËÂ Í ÒËÖÆÇ ÄÃÊÕÆ ÂÌÆ ÍàÄÆÊÕÆ Ëß a a

→ a
ÅËÔÇÖ ÑÆÄÔÇÂ ÃÊ ÆÊÍàÇÃÊÎ ÂÌÆ ÍâÃËÒ

a
a
→ a

ÃÊ ÂÌÆ
ÂÌÃÑÖ ÕËÇÔÒÊæ ÓÆÕËÊÖÇáÝ b b

→ b ÕÍÊÊËÂ àÆ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÄÂÍàÇÆ ØÍÊÖ ÆÏÆÊ ÄÔÐÐËÑÂÆÖÙ ÒËÖÆÇÄÃÊÕÆ ÂÌÆÊ ÍâÃËÒ
b

b
→ b

ÄÌËÔÇÖ àÆ ÆÊÍàÇÆÖ ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ a a
→ a

ÄÌËÔÇÖ ÊËÂ àÆ ÃÊ ÂÌÆ ÒËÖÆÇÝ
ÅÌÃÕÌ ÅÆ ÌÍÏÆ õÔÄÂ ÄÌËÅÊ ÂË ÇÆÍÖ ÂË Í ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊæ

óÌÔÄÝ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÖÆíÊÆÄ Í ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ÂÌÆ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆÇá ÐÍÑÍÈÖËâÃÕÍÇ ×óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÆâÍÒÐÇÆ ØÖÔÆ ÂË ÃÂÄ ÂÌÃÑÖ ÕËÇÔÒÊÙæ TËÑÆËÏÆÑÝ ÂÌÆ ÂÌÃÑÖ ÕËÇÔÒÊÃÊ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÆâÍÒÐÇÆÝ ÍÇÂÌËÔÎÌ ÐÍÑÍÖËâÃÕÍÇ ÃÊ ÊÍÂÔÑÆÝ ÒÍÉÆÄ ÂÌÆ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ßÍÏËÑ ËÊÆ
Ëß ÂÌÆ ÂÅËÝ ËÂÌÆÑÅÃÄÆ ÆúÔÍÇÝ ÐËÄÄÃàÃÇÃÂÃÆÄ Ëß ÃÊÕÇÔÖÃÊÎ ÆÃÂÌÆÑ a a

→ a ËÑ b b
→ b

æ
óÌÃÄ ÒÍá àÆ ÕËÊÄÃÖÆÑÆÖ ÕËÔÊÂÆÑÈÃÊÂÔÃÂÃÏÆ ÍÊÖ ËÊÆ ÒÍá ÅÍÊÂ Í ÄËÇÔÂÃËÊ ÅÌÃÕÌ ÑÆõÆÕÂÄ ÄÔÕÌ
×óÓÓöÄ ÖÔÆ ÂË ÂÌÆ ÐÍÑÍÖËâÃÕÍÇ ÊÍÂÔÑÆ Ëß ÃÂÄ ÂÌÃÑÖ ÕËÇÔÒÊ ØÅÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË ËÂÌÆÑ ÑÆÍÄËÊÂË àÆÇÃÆÏÆ ÂÌÍÂ

a
a
→ a ÕÆÑÂÍÃÊÇá ÌËÇÖÄÙ ÍÊÖ ÒËÑÆËÏÆÑÝ ÑÆÎÍÑÖÇÆÄÄ Ëß ÂÌÆ ÂÌÃÑÖ ÕËÇÔÒÊÝ ÂÑÆÍÂÄ

a
a
→ a

ÍÊÖ b
b
→ b ÆúÔÍÇÇá ØÃæÆæÝ ÕËÊÄÃÖÆÑÄ àËÂÌ Ëß ÂÌÆÒ ÐËÄÄÃàÇÆ àÔÂ ÊËÂ ÕÆÑÂÍÃÊÙæ FËÊÆ ËßÂÌÆ ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÐÑÆÄÆÊÂÆÖ ÄË ßÍÑ ÕÍÊ ÐÑËÏÃÖÆ ÔÄ ÅÃÂÌ ÄÔÕÌ Í ÒÆÍÊÃÊÎÝ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÅÆ

ÐÑËÕÆÆÖ ÅÃÂÌ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÃÊ ÂÌÆ ÊÆâÂ ÄÆÕÂÃËÊæ
=ÃÎÔÑÆ Û ÎÃÏÆÄ Í ÕËÒÐÍÑÃÄËÊ Ëß ÂÌÆ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÐÑÆÄÆÊÂÆÖ ÄË ßÍÑæ óÌÆ ÂËÐÒËÄÂ
ÊËÂÃËÊ ÃÄ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÅÌÃÕÌ ËÊÇá ÍÄÄÃÎÊÄ Í ÒÆÍÊÃÊÎÝ ÊÍÒÆÇá ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÍÇÇ
ÐÑËÏÍàÇÆ ßËÑÒÔÇÍÆÝ ÂË ×óÓÓöÄ ÅÃÂÌ ÍÊ ÆÒÐÂá ËÑÖÆÑÃÊÎæRÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÄËÇÃÖ ÍÑÑËÅ àÆÂÅÆÆÊÂÅË ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÂ ÒÆÍÊÄ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ×óÓÓöÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ ÊËÂÃËÊ ÐÑËÏÃÖÆÄ Í

ÛÜ



ÒÆÍÊÃÊÎÝ ÂÌÆ ÂÍÑÎÆÂ ÊËÂÃËÊ ÐÑËÏÃÖÆÄ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÒÆÍÊÃÊÎ ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÍÑÆ ×óÓÓöÄ ßËÑ ÅÌÃÕÌ ÂÌÆÄËÔÑÕÆ ÊËÂÃËÊ ÖËÆÄ ÊËÂ ÐÑËÏÃÖÆ Í ÒÆÍÊÃÊÎ ÅÌÃÇÆ ÂÌÆ ÂÍÑÎÆÂ ÊËÂÃËÊ ÖËÆÄæ óÌÆ ÖÍÄÌÆÖ ÍÑÑËÅÄ
ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÍÄÄËÕÃÍÂÆÖ àá ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÊ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ Ëß ÂÌÆ ÍÑÑËÅÃÄ Í ÄÔàÄÆÂ Ëß ÐÑËÏÍàÇÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄÝ ÃæÆæÝ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ûæ çÇÇ ÕËÔÊÂÆÑÈÆâÍÒÐÇÆÄ ÄÌËÅÃÊÎ ÂÌÆ
ÖÃ\ÆÑÆÊÕÆÄ ÍÒËÊÎ ÔÊÑÆÇÍÂÆÖ ÊËÂÃËÊÄ ÍÑÆ ÎÃÏÆÊ àÆßËÑÆæ ÁÂ ËÊÇá ÑÆÒÍÃÊÄ ÂË ÐÑËÏÆ ÂÌÆ ÍÑÑËÅÑÆÇÍÂÃËÊÄæ óÌÆ ÄËÇÃÖ ÍÑÑËÅ àÆÂÅÆÆÊ ÂÌÆ ÔÊÃúÔÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÍÊÖ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÄÔÐÐËÑÂÆÖÒËÖÆÇ ÃÄ ÂÑÃÏÃÍÇæ LÑËËßÄ Ëß ÂÌÆËÑÆÒÄ ÕËÊÕÆÑÊÃÊÎ ÂÌÆ ËÂÌÆÑ ÍÑÑËÅÄÝ ÎÃÏÆÊ àÆÇËÅÝ ÍÑÆ ÏÆÑá
ÆÍÄáæ _âÍÒÐÇÆÄ òæÛè ÍÊÖ òæÛò ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄö ò ÍÊÖ î ÍÑÆ ÔÊÑÆÇÍÂÆÖ ÂË ÂÌÆ ÑÆÄÂæ
�Wÿ¼»ÿ� A�ýA 1�$ �� a377

(R,<) '��( �(� !��
� ��.�! T * �" T ′ �
 �(� 
�� �" ��
 �$�#� !�" �$��!��* �(�� T ⊆ T ′ 	 1�$�(�$��$�* �" < = ∅ �(�� T = T ′ 	
g$��" 	 T ′ ÃÄ Í ÒËÖÆÇ ÍÊÖ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍÄÄÔÒÐÂÃËÊ ØÃæÆæÝ T ÃÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÒËÖÆÇÙ ÂÌÍÂ
T ⊆ T ′

æ
Áß
< = ∅

Ý ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÐÑËÏÍàÇÆ ßËÑÒÔÇÍÆ ÃÄ ÃÊÖÆÆÖ Í ÒËÖÆÇ ÍÊÖ ÊË ÐÑËÐÆÑ ÄÔàÄÆÂ Ëß ÃÂ ÕËÊÄÂÃÈÂÔÂÆÄ Í ÒËÖÆÇ Øàá Í ÐÑËËß àá ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÝ ÕËÊÄÃÖÆÑÃÊÎ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÐÑËËß ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÆÇÆÒÆÊÂÆâÕÇÔÖÆÖ ßÑËÒ ÂÌÆ ÄÔàÄÆÂÙæ �

�Wÿ¼»ÿ� A�ýH 1�$ �� a377
(R,<) '��( � ���o�� 
�� !� ��.�! T * �" T ′ �
 �(� 
�� �" ��


�$�#� !� " �$��!��* �(�� T ⊆ T ′ 	 1�$�(�$��$�* �" < = ∅ �(�� T = T ′ 	
g$��" 	 çÊá ßËÑÒÔÇÍ φ ∈ T

ÌÍÄ Í ÐÑËËß ÍÊÖ ÂÌÔÄ φ ∈ T ′
æ

RÌÆÊ < = ∅
Ý ÍÇÇ r ∈ R

ÍÑÆ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ ÍÊá ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Û ÍÊÖ
û ÕËÃÊÕÃÖÆ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ T = T ′

æ
�

b	� 3($��%d�!��. 7�!�����


óÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÍÄÄÃÎÊ ÂÌÑÆÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÄ ÂË ÆÍÕÌ ×óÓÓC ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÂÑÍÊÄÃÈÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ��$����!) ÖÆÑÃÏÍàÇÆÝ ÖÆÊËÂÆÖ àá C
G ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ��

� !) ÖÆÑÃÏÍàÇÆÝ

ÖÆÊËÂÆÖ àá P
ØÂÌÔÄ C ⊆ P ÙG ÍÊÖ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÃÒÐËÄÄÃàÇÆÝ ÖÆÊËÂÆÖ àá

I
æ LËÄÄÃàÇá ÖÆÑÃÏÍàÇÆ ßËÑÒÔÇÍÆ ÍÊÖ ÃÒÐËÄÄÃàÇÆ ËÊÆÄ ÐÍÑÂÃÂÃËÊ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ßËÑÒÔÇÍÆæ ñÆÊÕÆÝÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÒÍá àÆ ÅÑÃÂÂÆÊ ÍÄ ÐÍÃÑÄ Ëß ÂÌÆÄÆ ÄÆÂÄÝ ÃæÆæÝ (C,P ) ËÑ (C, I)

Ý ÅÃÂÌ ÂÌÆÂÌÃÑÖ ÕËÒÐËÊÆÊÂ ÖÆÂÆÑÒÃÊÆÖ ÆÍÄÃÇá ßÑËÒ ÂÌÆ ÎÃÏÆÊ ËÊÆÄæ ×Ê ÄÔÕÌ ÐÍÃÑÄ Ëß ÄÆÂÄ Ëß ßËÑÒÔÇÍÆÝÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ËÑÖÆÑÃÊÎ ÃÄ ÔÄÆÖ ßÑÆúÔÆÊÂÇá ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑC
(C,P ) � (C ′, P ′)

.
= C ⊆ C ′ ∧ P ′ ⊆ P

Ûï



LÑËÏÍàÃÇÃÂá ØÓÆÒæÛÙ
ÅÌÆÊ < = ∅

iÊÃúÔÆ ÓÔÐÐËÑÂÆÖ
TËÖÆÇ ØÓÆÒæ îÙ

SÆÍÄÂ TËÖÆÇ
ØÓÆÒæ èÙ

SÆÍÄÂ RÆÇÇÈÓÔÐÐËÑÂÆÖ
TËÖÆÇ ØÓÆÒæ ûÙ

SÆÍÄÂ ÓÔÐÐËÑÂÆÖ
TËÖÆÇ ØÓÆÒæ òÙ

LÑËÏÍàÃÇÃÂá ØÓÆÒæ ÛÙ
t\gj �j k z]`Z[T\a]^ ]e SdW wm]nu[_UWX ~]S\]^a ]e RW`[^S\Va

óÌÆ íÑÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄËÇÔÂÃËÊ ÃÄ àÍÄÆÖ ËÊ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�ýU ��W»ÿÿZp�@¾ÿ½ �º��@ÿ k¼½ÿ@� 6�#�� �� a377

(R,<)* � ���$ �" �$��%

����� $�!�����
 (C,P ) �
 � �($��%#�!��. 
�� !� ��.�! '(�� C ⊆ P

��.

&
+ φ ∈ C ⇔ `p φ
" �$ 
��� �$��" p 
��( �(�� p �
 ��$$��� '	$	�	 P ��.

&�+ φ ∈ P ⇔ `p φ
" �$ 
��� �$��" p 
��( �(�� p �
 ��$$��� '	$	�	 C 	

óÌÆ ÂÌÃÑÖ ÏÍÇÔÆ Ëß ÂÌÆ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ I Ý ßËÑ ÃÒÐËÄÄÃàÇÆÝ ÃÄ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÊËÂÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊ P æ
�ÿ��¹ºÀ¿� e �Xÿ��º �W»ÿÿZp�@¾ÿ½ �º��@ÿ k¼½ÿ@� ��) a377 �
 ������4"�!* ��. ��

������4 �
 �(� !��
� &'	$	�	 �+ �($��%#�!��. 
�� !� ��.�! (C,P )

	

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÂÆÕÌÊÃúÔÆ ÚäÞ ÃÄ Í ÒÆÂÌËÖ ÂË ÕÍÇÕÔÇÍÂÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÒËÖÆÇØÂÌÔÄ ÃÂ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ ÄÔÕÌ Í ÒÃÊÃÒÍÇ ÒËÖÆÇ ÃÊÖÆÆÖ ÆâÃÄÂÄÙæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�ý] �vÿ½¾¿ºÀ¼¹ �ÿ¿W¹Àn¾ÿ� 1�$ �� �$.���! α* .�,��w

Cα
.
= {φ | ∃p (R,<) `p φ ∧ ∃β<α p

�
 ��$$��� '	$	�	 Pβ}
Pα

.
= {φ | ∃p (R,<) `p φ ∧ ∀β<α p

�
 ��$$��� '	$	�	 Cβ}
FËÂÆ ÂÌÍÂ ÃÂ ÃÒÒÆÖÃÍÂÆÇá ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ ÂÌÍÂ

C0 = ∅
ÍÊÖ P0

ÃÄ ÂÌÆ ÄÆÂ
Ëß ÍÇÇ ÐÑËÏÍàÇÆ ßËÑÒÔÇÍÆæ

Ûå



Xÿ��� A�ýe 6�#�� �� a377
(R,<)* " �$ �!! �$.���!
 α ��. β 
��( �(�� α ≤ β * �(�" �!!�'��4 
��������
 (�!.w

&
+ Cα ⊆ Cβ x&�+ Pβ ⊆ Pα x&b+ Cα ⊆ Pα
	

g$��" 	
ØÛÙ φ ∈ Cα ⇒ `p φ ∧ ∃α′<α p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pα′ ⇒ `p φ ∧ ∃α′<β p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pα′

⇒ φ ∈ Cβ
G

ØèÙ φ ∈ Pβ ⇒ `p φ ∧ ∀α′<β p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cα′ ⇒ `p φ ∧ ∀α′<α p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cα′

⇒ φ ∈ Pα
G

ØòÙ éá Í ÂÑÍÊÄíÊÃÂÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αæ
SÆÂ φ ∈ Cα

æ óÌÆÊÝ (R,<) `p φ ∧ ∃α′<α p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pα′

G ÅÆ ÊÆÆÖ ÂË ÐÑËÏÆ ÂÌÍÂ
ßËÑ ÍÇÇ γ < α

Ý
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cγ æ RÆ ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÅË ÕÍÄÆÄ ßËÑ γ CØÍÙ α′ < γ < αC ÂÌÆÊÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÃÂÆÒ è ÂÌÍÂ
p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pγ æ ÁÂ ÂÌÆÊ ßËÇÇËÅÄ

ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ÂÌÍÂ
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cγ æØàÙ γ ≤ α′ C ÂÌÆÊÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ÂÌÍÂ
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cα′ÍÊÖ ßÑËÒ ÃÂÆÒ Û ÂÌÍÂ
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cγ æ

�

ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÃÂÆÒÄ Û ÍÊÖ è Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÇÆÒÒÍ ØÍÊÖ óÍÑÄÉÃöÄ íâÆÖ ÐËÃÊÂ ÂÌÆËÑÆÒÙ ÂÌÍÂ
(Cα, Pα)

ÅÃÇÇ ÑÆÍÕÌ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ íâÆÖ ÐËÃÊÂÝ ÅÌÃÕÌ ÅÆ ÖÆÊËÂÆ àá (C,P )
æ =ÑËÒ ÃÂÆÒ ò ÍÊÖhÆíÊÃÂÃËÊ òæèäÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÍÂ

(C,P )
ÃÄ Í ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ×óÓÓ ÔÊÖÆÑÕËÊÄÃÖÆÑÍÂÃËÊæ =ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ÍÊá ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ Í íâÆÖ ÐËÃÊÂ ßËÑ ÂÌÆ ÆúÔÍÂÃËÊÄÃÊ hÆíÊÃÂÃËÊ òæèä ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ (C,P )

ÃÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ×óÓÓæ
>?���@ÿ A�ýf _âÍÒÐÇÆ òæèè ÎÍÏÆ ÔÄ Í ÑÆÍÄËÊ ÂË ÑÆõÆÕÂ ÍÇÇ ØÂÅËÈÏÍÇÔÆÖÙ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÈÂÃÕÄæ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ü ÖËÆÄ ÊËÂ ÄÔ\ÆÑ ßÑËÒ ÄÔÕÌ ÐÑËàÇÆÒÄæ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ü ÍÄÄÃÎÊÄ (∅, {a

a
→ a, b

b
→ b})ÂË ÂÌÆ ×óÓÓ Ëß _âÍÒÐÇÆ òæèèÝ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÄÆÊÄÃàÇÆ àÆÕÍÔÄÆ íÑÄÂÇá ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ßÍÏËÑ ÆÃÂÌÆÑ ËßÂÌÆ ÂÅË ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ a a

→ a ËÑ b b
→ b ËÏÆÑ ÂÌÆ ËÂÌÆÑÝ ÍÊÖ ÄÆÕËÊÖÇá ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ÕËÊÄÃÖÆÑ ÆÃÂÌÆÑ

Ëß ÂÌÆ ÂÅË ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÕÆÑÂÍÃÊæ

óÌÆ ÐÑËËßÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÕËÔÊÂÆÑÐÍÑÂ ÂË ÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÃÊÂÑËÖÔÕÆÖ ÇÍÂÆÑ ÃÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊæ ñËÅÆÏÆÑÝ àÆßËÑÆ ÅÆ ÎË ÂË ÐÑËËßÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÄËÇÔÂÃËÊÄÝÅÆ ÑÆÈÐÌÑÍÄÆ ÍÊËÂÌÆÑ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÒËÖÆÇÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÊËÂÃËÊ ßÑËÒ ÚåÞ ÕÍÇÇÆÖÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�ýj ��W»ÿÿZp�@¾ÿ½ �¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� 6�#�� �� a377

(R,<)* � ���$ �"

èã



�$��
����� $�!�����
 (C,P ) �
 � �($��%#�!��. 
����$��. ��.�! '(��

&
+ φ ∈ C �" ��. ��!) �" �(�$� �-�
�
 � .�.������ $�!� r =
H

φ
∈ R 
��( �(�� H ⊆ C

��.
r �
 ��$$��� '	$	�	 P x

&�+ φ ∈ P �" ��. ��!) �" �(�$� �-�
�
 � .�.������ $�!� r =
H

φ
∈ R 
��( �(�� H ⊆ P

��.
r �
 ��$$��� '	$	�	 C 	

çÄ àÆßËÑÆÝ ÂÌÆ ÂÌÃÑÖ ÏÍÇÔÆ Ëß ÂÌÆ ÒËÖÆÇÝ ÃæÆæÝ ÂÌÆ ÄÆÂ I Ëß ÃÒÐËÄÄÃàÇÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄÝ ÕËÊÂÍÃÊÄÐÑÆÕÃÄÆÇá ÂÌËÄÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÊËÂ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊ P æ
�ÿ��¹ºÀ¿� f �Xÿ��º �W»ÿÿZp�@¾ÿ½ �¾��¼»ºÿ½ k¼½ÿ@� ��) a377 �
 ������4"�! ��.
��
 ������4 �
 �(� !��
� &'	$	�	 �+ �($��%#�!��. 
����$��. ��.�! (C,P )

	

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆÄ ÂÌÆ ÖÃ\ÆÑÆÊÕÆ àÆÂÅÆÆÊ ÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÍÊÖ ÃÂÄ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÕËÔÊÂÆÑÐÍÑÂÝ ÍÊÖ ÒËÂÃÏÍÂÆÄ ÅÌá ÅÆ ÕÌËÄÆ ÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÍÄ ËÔÑ ÐÑÆßÆÑÑÆÖ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ
>?���@ÿ A�Al JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ×óÓÓ Ëß _âÍÒÐÇÆ òæÛòæ óÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ
Ëß ÂÌÃÄ ×óÓÓ ÃÄ

C = ∅
ÍÊÖ P = ∅

æ ñËÅÆÏÆÑÝ ÃÂÄ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÃÄ
C = ∅

ÍÊÖ P = {a
a
→ a}

æ
óÌÆ ×óÓÓ Ëß _âÍÒÐÇÆ òæò ÎÃÏÆÄ ÔÄ ÍÊËÂÌÆÑ ÑÆÍÄËÊ ÂË ÕÌËÄÆ ÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ
ËÏÆÑ ÃÂÄ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÕËÔÊÂÆÑÐÍÑÂæ óÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÃÄ ×óÓÓ ÃÄ

C =

{b
b
→ b}

ÍÊÖ P = {b
b
→ b}

Ý ÅÌÃÕÌ ÅÆ ÌÍÏÆ ÍÇÑÆÍÖá ÕËÊÄÃÖÆÑÆÖ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆæ ñËÅÆÏÆÑÝ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ
ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÃÄ ×óÓÓ ÃÄ

C = ∅
Ý
P = {a

a
→ a, b

b
→ b}

Ý ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÑÍÂÌÆÑ
ÕËÔÊÂÆÑÈÃÊÂÔÃÂÃÏÆæ

óË ÄÔÒÒÍÑÃôÆ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÆâÍÒÐÇÆÄÝ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÃÄ
ÄÆÊÄÃÂÃÏÆ ÂË ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ ÂÌÆÃÑ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÍÒËÊÎ ÂÌÆÃÑ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÅÌÃÕÌÅÆ ÖË ÊËÂ ÕËÊÄÃÖÆÑ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÇÆÒÒÍ ÄÂÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ
ÒËÖÆÇ ÖËÆÄ ÊËÂ ÄÔ\ÆÑ ßÑËÒ ÂÌÃÄ ÄÌËÑÂÕËÒÃÊÎæ
Xÿ��� A�A· ���
�.�$ �'� .�
y ���� 
��
 R ��. R′ �" .�.������ $�!�
 ��. �'� �$.�$��4

< ⊆ R × R

��. <′ ⊆ R′ × R′ 	 /" " �$ �!!
r′ ∈ R′ * conc(r′) ∈ prem(r′)* �(�� �(� !��
�

�($��%#�!��. 
�� !� ��.�!
 �" �'� a377z
 (R,<)
��. (R ∪R′, < ∪ <′) ������.�	

g$��" 	 =ËÑ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ËÑÖÃÊÍÇ αÝ ÇÆÂ (Cα, Pα)
ÍÊÖ (C ′

α, P
′
α)

àÆ ÂÌÆ ÑÆÄÔÇÂÄ Ëß ÂÌÆ ÑÆÖÔÕÂÃËÊÂÆÕÌÊÃúÔÆ Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ òæèä ßËÑ (R,<)
ÍÊÖ (R∪R′, < ∪ <′)

Ý ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ ÁÂ ÃÄ ÆÍÄá ÂË ÄÆÆÝàá ÕËÊÄÃÖÆÑÃÊÎ ÍÇÇ ÒÃÊÃÒÍÇ ÐÑËËßÄÝ ÂÌÍÂ ÑÔÇÆÄ ÃÊ R′ ÕÍÊÊËÂ ÕËÊÂÑÃàÔÂÆ ÍÊá ÊÆÅ ÐÑËÏÍàÇÆÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ßËÑÒÔÇÍÆ ÂË ÂÌËÄÆ Ëß Ræ ñÆÊÕÆÝ àá Í ÂÑÍÊÄíÊÃÂÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ α
Ý
Cα = C ′

α

ÍÊÖ

èÛ



Pα = P ′
α

æ
�

=ËÑ ×óÓÓöÄ ÐÇÍÕÃÊÎ Í ÑÔÇÆ ÍàËÏÆ ÃÂÄÆÇß ÅÆ ÌÍÏÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÎÆÊÆÑÍÇ ÑÆÄÔÇÂÝ ÅÌÃÕÌ ÄÂÍÂÆÄÂÌÍÂ ÍÖÖÃÊÎ Í ÄÆÂ Ëß ÑÔÇÆÄ ÅÌÃÕÌ ÍÑÆ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ ÂÌÆÒÄÆÇÏÆÄ ÂË ÍÊ ×óÓÓ ÕÍÊ ËÊÇá ÒÍÉÆÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÕÆÑÂÍÃÊ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÄÒÍÇÇÆÑ ÍÊÖ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÐËÄÄÃàÇÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ÇÍÑÎÆÑæ SÍÂÆÑ ØÃÊ
ÓÆÕÂÃËÊ òæòÙÝ ÅÆ ÎÃÏÆ Í ÄÔðÕÃÆÊÂ ÕËÊÖÃÂÃËÊÝ ÕÍÇÇÆÖ ����!�����

Ý ÔÊÖÆÑ ÅÌÃÕÌ ÍÖÖÃÊÎ ÑÔÇÆÄÅÃÂÌ ÄÆÇßÈÇËËÐÄ ØÃæÆæÝ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ ÂÌÆÒÄÆÇÏÆÄ àá ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎÙ ÖËÆÄ ÊËÂ ÕÌÍÊÎÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß Í óÓÓæ

Xÿ��� A�Aý ���
�.�$ �'� .�
y ���� 
��
 R ��. R′ �" .�.������ $�!�
 ��. �'� �$.�$��4

< ⊆ R×R

��. <′ ⊆ R′ ×R′ 	 /" R′ �
 $�{�-�#� ��. (C,P )
��. (C ′, P ′)

�$� �(� !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!
 " �$ (R,<)
��. (R ∪R′, < ∪ <′)* $�
�����#�!)* �(�� (C ′, P ′) � (C,P )

	

g$��" 	 ÓÆÆ ÂÌÆ íÑÄÂ ÐÍÑÂ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß SÆÒÒÍ òæîãæ
�

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÐÑËÏÃÖÆÄ Í ÐÑËËßÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÐÍÑÍÇÇÆÇ ÂË ÂÌÆÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�AA �qÿ@@Z�¾��¼»ºÿ½ B»¼¼^ � 6�#�� �� a377

(R,<)* � ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ rÈÐÑËËß &�$ y�
� � ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß+ " �$ φ �
 � '�!!%" ���.�. ��'�$.!)  $���(��4 �$�� �"
'(��(

&
+ �(� ��.�
 �$� "�$��!��*
&�+ �(� $��� �
 φ*
&b+ �" � ��.� �
 !� �!!�. φ′ ��. �(� ��.�
 � �#� �� " �$� �(� 
��K * �(�� �(�$� �
 � .�.������

$�!� r′ ∈ R 
��( �(�� r′ =
K ′

φ′

" �$ 
��� K ′ ⊆ K &" �$ �(� $��� ��.�* r′ = r
+* ��. "�$

�!!
r′′ =

H ′

ψ
∈ higher(r′)* �(�$� �-�
�
 � 
�� Dψ′ ⊆ K

.��)��4 
��� ψ′ ∈ H ′
 ) �

'�!!%
����$��. �$��" 	
� 
�� Dφ

ÖÆÊÃÆÄ � "�$��!� φ  ) � '�!!%
����$��. �$��" �" " �$ �!! �$��"
 p 
��( �(�� (R,<

) `p φ* �(�$� �-�
�
 � $�!� r ∈ rules(p)
��. �(�$� �-�
�
 � $�!� r′ =

H ′

φ′
∈ higher(r) 
��(

�(�� H ′ ⊆ Dφ

	 3(� 
�$����$� �$�#�.��4 � '�!!%
����$��. �$��" " �$ �!!
ψ ∈ Dφ

�
 ��!!�. �
ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ " �$ φ	
5� '$��� (R,<) `ws φ &(R,<) `ws ¬φ

+ '(�� �(�$� �
 � '�!!%
����$��. �$��" &.����!+ " �$ φ	5� ��) .$�� (R,<) �� �(� � �#� �'� ��������
 '(�� �� �
 �!��$ "$�� �(� �����-�	

èè



×ÊÆ ÕÍÊ ÔÄÆ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÂË ÎÃÏÆ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó Í ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÍÄßËÇÇËÅÄæ
�ÿ��¹ºÀ¿� j �qÿ@@Z�¾��¼»ºÿ½ B»¼c��À@Àº�� ��) a377 �
 ������4"�!* ��. ��
 ����%
��4 �
 �(� ���$ (C,P ) '(�$� C �
 �(� 
�� �" �!! " �$��!�� �(�� (�#� � '�!!%
����$��. �$��"��. P �
 �(� 
�� �" �!! " �$��!�� �(�� .� ��� (�#� � '�!!%
����$��. .����!	

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÃÄ ÍÊ ÍÔâÃÇÃÍÑá ÇÆÒÒÍ ÂÌÍÂ ÍÇÇËÅÄ ÔÄ ÂË ÄÂÑÃÐ ÖËÅÊ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßÄ ÂËÐÑËËßÄæ
Xÿ��� A�AH 1�$ �!!

φ ∈ Φp * �" `ws φ
�(�� �(�$� �-�
�
 � �$��" p 
��( �(�� `p φ ��.

"�$�(�$��$�* " �$ �!!
r ∈ rules(p)

��. "�$ �!!
r′ =

H ′

φ′
∈ higher(r) �(�$� �-�
�
 �

ψ ∈ H ′


��( �(�� `ws ¬ψ
'��( � '�!!%
����$��. .����! �(�� �
 � 
� %
�$����$� �" �(� '�!!%
����$��.

�$��" �" φ 	

g$��" 	 ÁÊ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßÝ ÃÂ ÄÔðÕÆÄ ÂË ÃÊÖÔÕÂÃÏÆÇá ÉÆÆÐ
K ′ ⊆ K

ßËÑ ÂÌÆ ÊËÖÆÄ ÍàËÏÆ ÆÍÕÌ ÊËÖÆ φ′ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ K ′

φ′
∈ R

ÍÊÖ ÑÆÒËÏÆ K \ K ′
æ óÌÆ

ÑÆÄÔÇÂÃÊÎ ÂÑÆÆ ÃÄ Í ÐÑËËß ÂÑÆÆæ óÌÆ ÑÆÄÂ Ëß ÂÌÆ ÕËÑËÇÇÍÑá ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßæ �

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÇÆÒÒÍ ÄÂÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÃÄ ÕËÊÄÃÄÂÆÊÂÝ ÃæÆæÝ ÊËßËÑÒÔÇÍ ÕÍÊ àÆ àËÂÌ ÐÑËÏÆÊ ÍÊÖ ÖÆÊÃÆÖæ
Xÿ��� A�AU 3(� ������ �" '�!!%
����$��. �$��" �
 ���
�
����* �	�	* �� "�$��!� φ (�
  ��(� '�!!%
����$��. �$��" ��. � '�!!%
����$��. .����!	

g$��" 	 çÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ
φ

ÃÄ Í ßËÑÒÔÇÍ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÒÃÊÃÒÍÇ ÐÑËËß ÍÊÖ ÖÆÊÃÍÇ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆÄ ØÃæÆæÝ ÂÌÆÑÆÃÄ ÊË ßËÑÒÔÇÍ ψ ÂÌÍÂ ÌÍÄ ÐÑËËß ÍÊÖ ÖÆÊÃÍÇ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ àËÂÌ ÐÍÑÂÄ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËß ÍÊÖÖÆÊÃÍÇ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆÄ Ëß φÙæ RÆ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÄÔÕÌ Í ÒÃÊÃÒÍÇ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ ÖËÆÄ ÊËÂ ÆâÃÄÂ ÍÊÖ ÂÌÔÄÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÃÄ ÕËÊÄÃÄÂÆÊÂæ
ÓÃÊÕÆ φ ÌÍÄ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇÝ ßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

`p φ
ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÑÔÇÆ

r ∈ rules(p)
ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÑÔÇÆ r′ =

H ′

φ′
∈ higher(r)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÍÇÇ ψ ∈ H ′ ÌÍÏÆ Í
ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßæ ñËÅÆÏÆÑÝ ÄÃÊÕÆ φ ÌÍÄ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßÝ àá SÆÒÒÍ òæòî ÃÂ ÌÍÄ
Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)

ÍÊÖ ßËÑ ÍÇÇ r′ =
H ′

φ′
∈ higher(r)

ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ
Í
ψ ∈ H ′ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

`ws ¬ψ
ÅÃÂÌ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ ÂÌÍÂ ÃÄ Í ÄÔàÈÄÂÑÔÕÂÔÑÆ Ëß ÂÌÆÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß Ëß φæ óÌÔÄÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ψ ÂÌÍÂ ÌÍÄ àËÂÌ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ ÍÊÖ

èò



Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßÝ àËÂÌ Ëß ÅÌÃÕÌ ÍÑÆ ÄÔàÈÄÂÑÔÕÂÔÑÆÄ Ëß ÂÌÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÍÊÖÖÆÊÃÍÇ ßËÑ φÝ ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ �

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆËÑÆÒ ÄÂÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÒËÖÆÇÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÍÊÖ ÂÌÆ ÐÑËËßÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÏÃÆÅÄ Ëß ÂÌÆÇÆÍÄÂ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÝ ÃæÆæÝ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ü ÍÊÖ åÝ ÃÊÖÆÆÖ ÒÍÂÕÌæ
�Wÿ¼»ÿ� A�A] 6�#�� �� a377

(R,<)* !�� (C,P )
 � �(� !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!

�" (R,<)* C ′  � �(� 
�� �" �!! " �$��!�� �(�� (�#� � '�!!%
����$��. �$��"* ��. I ′ �(� 
�� �"�!! " �$��!�� �(�� (�#� � '�!!%
����$��. .����!	 3(��* (C,P ) = (C ′,Φp \ I ′)
	

g$��" 	 óË ÄÌËÅ ÄÃÒÔÇÂÍÊÆËÔÄÇá ÂÌÍÂ
C ′ ⊆ C

ÍÊÖ P ⊆ Φp \I
′ Ý ÅÆ ÐÑËÏÆÝ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊÂÌÆ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ Ëß ÂÌÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ØÖÆÊÃÍÇÙ ßËÑ φÝ ÂÌÍÂ ÂÌÍÂ Ãß

`ws φ
Ø̀

ws ¬φÙ ÂÌÆÊ
∃α>0φ ∈ Cα

Ø
∃α>0φ /∈ PαÙæ

ØÛÙ Áß
`ws φ

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

`p φ
ÍÊÖ ∀r∈rules(p)

∀
r′=

H ′

φ′ ∈higher(r)

Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í
ψr′ ∈ H ′ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÅÃÂÌ Í ÄÒÍÇÇÆÑ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ

ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ ØÂÌÍÊ ÂÌÆ ÐÑËËß ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ Ëß φÙ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ
`ws ¬ψr′

æ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ÄËÒÆ αr′ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
ψr′ /∈ Pαr′

æ =ËÑ ÆÍÕÌ r Ý ÇÆÂ
αr

àÆ ÂÌÆ ÒÍâÃÒÔÒ Ëß ÍÇÇ ÄÔÕÌ αr′ öÄ ÍÊÖ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÍÂ
r

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ αr æ =ËÑ ÍÇÇ
r ∈ rules(p)

ÂÍÉÆ α ÂË àÆ ÂÌÆ ÒÍâÃÒÔÒ Ëß ÍÇÇ αr öÄ ÍÊÖ φ ∈ Cα ⊆ C
æ

ØèÙ Áß
`ws ¬φ

Ý ÂÌÆÊ Ãß ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË ÐÑËËß ßËÑ φ ËÑ ßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
`p φ

Ý
∃r∈rules(p)

∃αr>0 r
ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cαr

ÂÌÆÊ ∃αφ /∈ Pα
Øàá ÂÍÉÃÊÎ α ÂË àÆ ÂÌÆ ÒÍâÃÒÔÒ ËßÄÔÕÌ αrÙæçÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÃÄ ÊËÂ ÂÌÆ ÕÍÄÆÝ ÃæÆæÝ ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌÂÌÍÂ

`p φ
Ý
∀r∈rules(p) ∀α>0 r

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cα æ =ÑËÒ `ws ¬φ
Ý ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÍÂ

∃r∈rules(p)ÍÊÖ ∃
r′=

H ′

φ′ ∈higher(r)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÍÇÇ ψ ∈ H ′ ÌÍÏÆ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÄÒÍÇÇÆÑ ÂÌÍÊ
ÂÌÍÂ Ëß φæ óÌÔÄÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ÂÌÍÂ

H ′ ⊆ Cα
ßËÑ ÄËÒÆ αæ

ñÆÊÕÆ r ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cα æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ
=ËÑ ÂÌÆ ÐÑËËß ÃÊ ÂÌÆ ËÂÌÆÑ ÖÃÑÆÕÂÃËÊÝ ÃæÆæÝ C ⊆ C ′ ÍÊÖ Φp \ I ′ ⊆ P

Ý ÅÆ ÔÄÆ ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ
α

ÍÊÖ ÄÌËÅ ØÍÎÍÃÊ ÄÃÒÔÇÂÍÊÆËÔÄÇáÙ ÂÌÍÂ Ãß
φ ∈ Cα

ÂÌÆÊ `ws φ
ÍÊÖ Ãß

φ /∈ Pα
ÂÌÆÊ `ws ¬φ

æ
ØÛÙ Áß

φ ∈ Cα
ÂÌÆÊ `p φ

ßËÑ ÄËÒÆ p ÍÊÖ ∃β<α ∀r∈rules(p)
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

r
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ

Pβ
æ ÁÊ ËÂÌÆÑ ÅËÑÖÄÝ ∀

s=
H ′

φ′ ∈higher(r)

∃ψs∈H′

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
ψs /∈ Pβ

æ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÆÊ ßÑËÒ
ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ÂÌÍÂ

`ws ¬ψs
æ _âÂÆÊÖÃÊÎ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß ÆÍÕÌ ÑÔÇÆ r ÃÊ ÂÌÆ

ÐÑËËß ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ p ÅÃÂÌ ÍÇÇ ÄÔÕÌ ψs
ØÍÊÖ ÂÌÆÃÑ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇÄÙ ÎÃÏÆÄ ÑÃÄÆ ÂË Í

ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ßËÑ φæØèÙ Áß
φ /∈ Pα

ÂÌÆÊ ÆÃÂÌÆÑ ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
`p φ ËÑ ßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

èî



`p φ
Ý
∃r∈rules(p) ∃

s=
H ′
s

φ′
s

∈higher(r)

∃β<α H ′
s ⊆ Cβ

æ ÁÊ ÂÌÆ ßËÑÒÆÑ ÕÍÄÆÝ ÂÌÆ ÆÒÐÂá ÄÆÂ

ÖÆÊÃÆÄ φ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÅÆ ÌÍÏÆ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ ßËÑ φæ ÁÊ ÂÌÆ ÇÍÂÂÆÑ ÕÍÄÆÝ ßËÇÇËÅÃÊÎÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÝ ÍÇÇ ψ ∈ H ′
s

ÌÍÏÆ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÍÊÖ ÂÌÆ ÔÊÃËÊ ËßÍÇÇ H ′
s

ßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p Ëß φ ØÂËÎÆÂÌÆÑ ÅÃÂÌ ÂÌÆÃÑ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËßÄÙ ÕËÊÄÂÃÂÔÂÆÄ Í
ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ ßËÑ φæ

�

=ÃÊÍÇÇá ÍÊÖ ßËÑ ÄÍÉÆ Ëß ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄÝ ÅÆ ÎÃÏÆ Í ÐÑËËßÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÃÊÂÆÑÐÑÆÂÍÂÃËÊ Ëß ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÄ àÆÇËÅæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�Ae ��¾��¼»ºÿ½ B»¼¼^ � 6�#�� �� a377

(R,<)* � ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß " �$ φ�
 � '�!!%" ���.�. ��'�$.!)  $���(��4 �$�� �" '(��(

&
+ �(� ��.�
 �$� "�$��!��*
&�+ �(� $��� �
 φ*
&b+ �" � ��.� �
 !� �!!�. φ′ ��. �(� ��.�
 � �#� �� " �$� �(� 
��K * �(�� �(�$� �
 � .�.������

$�!� r ∈ R 
��( �(�� r =
K ′

φ′

" �$ 
��� K ′ ⊆ K
��. "�$ �!!

r′′ =
K ′′

φ′′
∈ higher(r)*

�(�$� �-�
�
 �
Dψ′′ ⊆ K

.��)��4 � "�$��!� ψ′′ ∈ K ′′
 ) � 
����$��. �$��" 	

� 
�� �" " �$��!��Dφ

.����
 � "�$��!� φ  ) � 
����$��. �$��" '(�� "�$ �!! .�.������ $�!�

r =

H

φ
* �(�$� �-�
�
 � .�.������ $�!� r′ =

H ′

φ′
> r 
��( �(�� H ′ ⊆ Dφ

	
� "�$��!� φ �
 .����.  ) � 
����$��. �$��" '(�� �(�$� �-�
�
 � 
�� Dφ

'(��( .����
 φ ��.�!!
φ′ ∈ Dφ

(�#� � 
����$��. �$��" 	
çÄ àÆßËÑÆÝ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ÕÍÊ àÆ ÔÄÆÖ ÂË ÎÃÏÆ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó Í ÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ
�ÿ��¹ºÀ¿� ·l ��¾��¼»ºÿ½ B»¼c��À@Àº�� ��) a377 �
 ������4"�!* ��. ��
 ������4 �

�(� ���$ (C,P ) '(�$� C �
 �(� 
�� �" �!! " �$��!�� �(�� (�#� � 
����$��. �$��" ��. P �
 �(�

�� �" �!! " �$��!�� �(�� .� ��� (�#� � 
����$��. .����!	
óÌÆ ÊÆâÂ ÂÌÆËÑÆÒ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ï ÍÊÖ Ûã ÕËÃÊÕÃÖÆæ
�Wÿ¼»ÿ� A�Af 6�#�� �� a377

(R,<)* !�� C ′  � �(� 
�� �" �!! " �$��!�� �(�� (�#� � 
��%
��$��. �$��" ��. I ′ �(� 
�� �" �!! " �$��!�� �(�� �$� .����.  ) � 
����$��. �$��" 	 |�� (C,P ) � �(� !��
� �($��%#�!��. 
����$��. ��.�! �" (R,<)

	 3(��* (C ′,Φp \ I ′) = (C,P )
	

g$��" 	 ÓÃÒÃÇÍÑ ÂË ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß óÌÆËÑÆÒ òæòäæ
�

èû



b	b ����!��� a377

çÊ ÃÒÐËÑÂÍÊÂ ÕÇÍÄÄ Ëß ×óÓÓöÄ ÍÑÆ ÂÌÆ ÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓöÄæ óÌÆá ÆÊõËá ÂÅË ÃÒÐËÑÂÍÊÂ ÐÑËÐÈÆÑÂÃÆÄC ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÆÖ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÃÄ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆÝ ÍÊÖ ÂÌÆá ÕÍÊ àÆ ÎÃÏÆÊ Í ÄÂÑÍÃÎÌÂßËÑÅÍÑÖÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ

�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ A�Aj �I¼��@ÿºÿ¹ÿ��� �� a377 �
 ��!!�. ÕËÒÐÇÆÂÆ '(�� "�$ ��
 !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�! (C,P ) �� (�!.
 �(�� C = P
	

=ËÑ ÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓöÄ ÐÇÍÕÃÊÎ Í ÑÔÇÆ ÍàËÏÆ ÃÂÄÆÇß ÒÍÉÆÄ ÂÌÆ ÑÔÇÆ ÃÊÍÐÐÇÃÕÍàÇÆ ÍÊÖ ÖËÆÄ ÊËÂÃÊ}ÔÆÊÕÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇæ óÌÃÄ ÃÄ ÃÒÐËÑÂÍÊÂ àÆÕÍÔÄÆ ÃÂ ÍÇÇËÅÄ ÔÄ ÂËÆÊÕËÖÆ ÕËÊÏÆÊÃÆÊÂÇá ÂÌÆ ßÔÇÇ ÐËÅÆÑ Ëß ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ØÄÆÆ ÍÊ ÍÇÂÆÑÊÍÂÃÏÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊßÑËÒ ü÷øù÷ ÂË ì÷øù÷ ÍÂ ÂÌÆ ÆÊÖ Ëß ÓÆÕÂÃËÊ ûæÛÙæ

Xÿ��� A�Hl ���
�.�$ �'� .�
y ���� 
��
 R ��. R′ �" .�.������ $�!�
 ��. �'� �$.�$��4

< ⊆ R × R

��. <′ ⊆ R′ × R′ 	 /" {(r′, r′) | r′ ∈ R′} ⊆ <′ ��. (R,<) �
 ����!���* �(�� �(�!��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!
 �" �(� �'� a377 z
 (R,<)
��. (R ∪R′, < ∪ <′) ������.�	

g$��" 	 SÆÂ (Cα, Pα)
àÆ ÂÌÆ ÑÆÄÔÇÂ Ëß ÂÌÆ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÂÆÕÌÊÃúÔÆ Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ òæèä ßËÑ (R,<)ÍÊÖ (C ′

α, P
′
α)

ÂÌÍÂ ßËÑ (R ∪ R′, < ∪ <′)
æ RÆ ÐÑËÏÆ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ α ÂÌÍÂ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎÂÅË ÄÂÍÂÆÒÆÊÂÄ ÌËÇÖ ØÃÊ ßÍÕÂÝ ÂÌÃÄ ÐÍÑÂ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËß ÖËÆÄ ÊËÂ ÑÆÇá ËÊ ÂÌÆ ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄ Ëß

(R,<)ÙC
ØÛÙ C ′

α ⊆ Cα
G

ØèÙ Pα ⊆ P ′
α

æ
ØÛÙ óÍÉÆ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá φ ∈ C ′

α

æ óÌÆÊ (R ∪ R′, < ∪ <′) `p φ
ÍÊÖ ∃β<α p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ
P ′
β

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ àá SÆÒÒÍ òæï ÍÊÖ àá ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ Ø
Pβ ⊆ P ′

β
ÙÝ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂÅæÑæÂæ Pβ æ Áß ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r′ ∈ R′ ÃÊ ÂÌÆ ÐÑËËß ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ pÝ ÂÌÆÊ ßËÑ ÍÇÇ

φ′ ∈ prem(r′)
Ý
φ′ ∈ C ′

α

ÍÊÖ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÃÂÆÒÄ è ÍÊÖ ò Ëß SÆÒÒÍ òæèÜ ÂÌÍÂ
φ′ ∈ P ′

β

æ
ñÆÊÕÆÝ r′ ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæP ′

β

Ý ÍÊÖ ÂÌÔÄ Í ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊ ßËÇÇËÅÄæRÆ ÕÍÊ ÂÌÔÄ ÍÄÄÔÒÆÂÌÍÂ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÐÑËËß ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ p ÍÑÆ ÃÊ Ræ
RÆ ÐÑËÕÆÆÖ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÐÑËËß ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ pæ JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ÇÍÄÂ ÖÆÖÔÕÂÃËÊÑÔÇÆ r ∈ R

ÍÐÐÇÃÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÐÑËËß ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ pæ óÌÆÊ àá ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÝ ßËÑ ÍÇÇ
φ′ ∈ prem(r)

Ý
φ′ ∈ Cα

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ (R,<) `pφ′
φ′

ßËÑ ÄËÒÆ ÐÑËËß pφ′ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂÅæÑæÂæ P ′
β

ØÍÊÖ ÂÌÔÄÝ Pβ Ùæ ñÆÊÕÆÝ àá ÍÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÝ ÅÆ ÎÆÂ Í ÐÑËËßßËÑ φ ßËÑ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ φ ∈ Cα
æ

èä



ØèÙ ÓÃÒÃÇÍÑÇáÝ ÂÍÉÆ Í
φ ∈ Pα

æ óÌÆÊ (R,<) `p φ
ÍÊÖ ∀β<α p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cβ ÍÊÖÌÆÊÕÆÝ àá ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÝ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ C ′
β

æ LÑËËß p ÃÄ ÍÇÄË Í ÐÑËËß ÅæÑæÂæ
(R ∪R′, < ∪ <′)

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÂÌÆ ÂÌÆÄÃÄ ßËÇÇËÅÄæ

SÆÂ (C,P )
ÍÊÖ (C ′, P ′)

àÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄ Ëß (R,<)
ÍÊÖ (R ∪ R′, <

∪ <′)
Ý ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ RÆ íÑÄÂ ÐÑËÏÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÅË ÄÂÍÂÆÒÆÊÂÄæ

ØÛÙ φ ∈ P ′ \C ⇒
ßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ C ÍÊÖ (R∪R′, < ∪ <′) `p φ

Ý
ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÊËÖÆ φ′ ÃÊ p ÇÍàÆÇÇÆÖ àá Í ßËÑÒÔÇÍ φ′ ∈ P \ C

G
ØèÙ φ ∈ C \ C ′ ⇒

ßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p Ãß
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ C ÍÊÖ (R,<) `p φ
Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í

ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r ∈ p
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ßËÑ ÄËÒÆ r′ ∈ higher(r)

ÍÊÖ Í
φ′ ∈ prem(r′)

Ý
φ′ ∈ P ′\C

æ

ØÛÙ RÆ ÐÑËÕÆÆÖ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÐÑËËß pæ Áß ÂÌÆ ÇÍÂÆÄÂ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ ÃÊ p ÃÄ
r ∈ R

G Ãß
ÍÇÇ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß r ÍÑÆ ÃÊ C ÂÌÆÊ ÄÃÊÕÆ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ C Ý

φ
ÄÌËÔÇÖ ÍÇÄË àÆ ÃÊ C ÅÌÃÕÌÃÄ Í ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊæ óÌÔÄÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ßËÑÒÔÇÍ φ′ ∈ prem(r)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
φ ∈ P ′ \ C

æ
Áß
r ∈ R′ ÍÊÖ ÍÇÇ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß R ÍÑÆ ÃÊ C

Ý ÂÌÆÊ r
ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ C G ÌÆÊÕÆÝÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ßËÑÒÔÇÍ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

φ′ ∈ prem(r)
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

φ′ ∈ P ′ \ C
ÍÊÖ àá ÃÊÖÔÕÂÃËÊÌáÐËÂÌÆÄÃÄÝ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ßËÑÒÔÇÍ ÃÊ ÂÌÆ ÄÔàÈÐÑËËß Ëß p ßËÑ φ′ ÂÌÍÂ ÃÄ ÃÊ P \ C

æ
ØèÙ ÓÔÐÐËÄÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

(R,<) `p φ
ÍÊÖ ßËÑ ÍÇÇ r ∈ rules(p)

Ý ßËÑÍÇÇ r′ ∈ higher(r)
Ý ÍÊÖ ßËÑ ÍÇÇ φ′ ∈ prem(r′)

Ý
φ′ /∈ P ′ \ C

æ óÌÆÊÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ
ÕËÑÑÆÕÂÊÆÄÄ Ëß p ÅæÑæÂæ C ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ÄÔÕÌ r′ Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ÍÂ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ ßËÑÒÔÇÍ φ′′ ÄÔÕÌÂÌÍÂ

φ′′ /∈ C
ÍÊÖ ÄÃÊÕÆ φ′′ /∈ P ′ \C

Ý
φ′′ /∈ P ′

æ óÌÔÄÝ p ÃÄ ÍÇÄË ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ P ′ ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ
φ ∈ C ′ ÅÌÃÕÌ ÃÄ Í ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊæ

ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄ Ëß (R,<)
ÂÌÍÂ

C = P
æ óËÅÍÑÖÄ Í ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÝ ÍÄÄÔÒÆÂÌÍÂ

P ′ \ P 6= ∅
G ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í

φ ∈ P ′ \ P
æ ÁÂ ÂÌÆÊ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÃÂÆÒ Û ÍàËÏÆÝ ÂÌÍÂßËÑ ÍÇÇ ÐÑËËßÄ p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

(R ∪ R′, < ∪ <′) `p φ
Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ßËÑÒÔÇÍÆ φ′ ∈ p

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
φ′ ∈ P \C

æ éÔÂ ÄÃÊÕÆ C = P
Ý
φ′ ∈ P \P

Ý ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ φ′ ∈ ∅
ÅÌÃÕÌ ÃÄ Í ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊæ ÁÂ ÍÇÄËßËÇÇËÅÄÝ àá ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÇÃÊÆ Ëß ÑÆÍÄËÊÃÊÎÝ ßÑËÒ ÃÂÆÒ è ÍÊÖ ÂÌÆ ßÍÕÂ ÂÌÍÂ

P ′ \ C = P ′ \ P = ∅
Ý

ÂÌÍÂ
C \ C ′ = ∅

æ ñÆÊÕÆÝ ÅÆ ÕËÊÕÇÔÖÆ ÂÌÍÂ
C ⊆ C ′ ÍÊÖ P ′ ⊆ P

æ =ÑËÒ ÂÌÆ íÑÄÂ ÐÍÑÂ Ëß ÂÌÆ
ÐÑËËßÝ ÅÆ ÌÍÏÆ ÂÌÍÂ

C ′ ⊆ C
ÍÊÖ P ⊆ P ′ ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ ÅÆ ÕËÊÕÇÔÖÆ ÂÌÍÂ

C = C ′ = P = P ′ ÝÅÌÃÕÌ ÅÍÄ ÂË àÆ ÐÑËÏÆÊæ �

ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÇÆÒÒÍ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ËÑÃÎÃÊÍÇ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ Ãß ÂÌÆ ÆâÂÆÊÖÆÖ ×óÓÓØÅÃÂÌ ÑÔÇÆÄ ÕËÊÂÍÃÊÃÊÎ ÄÆÇßÈÇËËÐÄÙ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆæ SÆÒÒÍ òæîã ÖËÆÄ ÊËÂ ÌËÇÖ Ãß ÂÌÆ ÆâÂÆÊÖÆÖ×óÓÓ ÃÄ ÊËÂ ÕËÒÐÇÆÂÆæ ÁÊ ËÂÌÆÑ ÅËÑÖÄÝ ÍÖÖÃÊÎ ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ ÄÆÇßÈÇËËÐÄ ÂË ÍÊ ÃÊÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓÒÍá ÃÊ}ÔÆÊÕÆ ÃÂÄ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆÄ ÂÌÃÄ ßÍÕÂæ

èÜ



>?���@ÿ A�H· JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ØÃÊÕËÒÐÇÆÂÆÙ ×óÓÓæ

↓
b

b
→ b

b
b
→ b

c
c
→ c

d
d
→ d

d
d
→ d

c
c
→ c

a
a
→ a d

d
→ d c

c
→ c

ÁÂÄ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆ ÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ ({a
a
→ a}, {a

a
→ a, c

c
→ c, d

d
→ d})

æ ÓÔÐÐËÄÆ ÂÌÍÂ ÅÆ ÍÖÖÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÂË ÂÌÆ ËÊÆ ÄÐÆÕÃíÆÖ ÍàËÏÆæ

�
c

c
→ c

b
b
→ b

óÌÆÊÝ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ÆâÂÆÊÖÆÖ ×óÓÓ àÆÕËÒÆÄ (∅, {b
b
→ b, c

c
→ c, d

d
→ d})

æ

çÊ ÃÊÂÔÃÂÃÏÆ ÅÍá Ëß ÆâÐÇËÃÂÃÊÎ ÂÌÆ ÒÃÊÃÒÔÒ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄ ÂË ÎÃÏÆ Í ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÂË ×óÓÓöÄ ÃÄ ÂË ÑÔÇÆ ËÔÂ ×óÓÓöÄ ÃÊ ÅÌÃÕÌ ÂÌÆ C ØÕÆÑÂÍÃÊÙ ÐÍÑÂ ÃÄ ÖÃ\ÆÑÆÊÂ ßÑËÒÂÌÆ P ØÐÑËàÍàÇÆÙ ÐÍÑÂ ËÊ ÂÌÆ àÍÄÃÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ×óÓÓ ÖËÆÄ ÊËÂ ÄÍá ÍÊáÂÌÃÊÎ ÔÄÆßÔÇ ÍàËÔÂ ÂÌÆßËÑÒÔÇÍÆ ÃÊ P \ C
Ý ÃæÆæÝ ÃÂ ÊÆÃÂÌÆÑ ÑÆõÆÕÂÄ ÂÌÆÒ ÊËÑ ÕËÊÄÃÖÆÑÄ ÂÌÆÒ ÕÆÑÂÍÃÊæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ

ÊËÂÃËÊ Ëß ÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓöÄ ÕÍÐÂÔÑÆÄ ÂÌÃÄ ÃÊÂÔÃÂÃËÊæ
�ÿ��¹ºÀ¿� ·· �I¼��@ÿºÿ� �� a377 �
 ������4"�! '(�� �� �
 ����!���* �	�	* " �$ ��
 !��
�
�($��%#�!��. 
�� !� ��.�! (C,P ) �� (�!.
 �(�� C = P * ��. ��
 ������4 �
 �(� !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!	
>?���@ÿ A�Hý ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÛÛ ÑÆõÆÕÂÄ ÂÌÆ ×óÓÓ Ëß _âÍÒÐÇÆ òæèè ÄÃÊÕÆ ÂÌÆ íÑÄÂ ÂÅË ÕËÒÈÐËÊÆÊÂÄ Ëß ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÖÃ\ÆÑÝ ÊÍÒÆÇáÝ ÂÌÆá ÍÑÆ C = ∅

ÍÊÖ P =

{a
a
→ a, b

b
→ b}

ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÂÌÆ ×óÓÓ ÕÍÊÊËÂ ÔÊÆúÔÃÏËÕÍÇÇá ÖÆíÊÆ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊæ

óÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ ËÔÑ ÐÑÆßÆÑÑÆÖ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÝ ÍÊÖ ÃÊ ËÑÖÆÑÂË ËàÂÍÃÊ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÒÆÂÍÈÑÆÄÔÇÂÄ ØÖÃÄÕÔÄÄÆÖ ÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ îÙ ÅÆ ÑÆÄÂÑÃÕÂ ËÔÑ ÍÂÂÆÊÂÃËÊ ÂËÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓöÄæ ØFËÂÆ ÂÌÍÂ ÄÂÑÍÂÃíÕÍÂÃËÊÝ ÍÄ ÖÆíÊÆÖ ÃÊ hÆíÊÃÂÃËÊ òæÛåÝ ÎÃÏÆÄ ÔÄ Í ÄáÊÂÍÕÂÃÕÕÑÃÂÆÑÃËÊ ÂË ÐÑËÏÆ ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄæÙ ÁÊ ËÔÑ ÏÃÆÅÝ ßËÑ ÍÇÇ ÐÑÍÕÂÃÕÍÇ ÍÐÐÇÃÕÍÂÃËÊÄ ÂÌÆ ×óÓÓ ÔÊÖÆÑ

èï



ÕËÊÄÃÖÆÑÍÂÃËÊ ÄÌËÔÇÖ àÆ ÕËÒÐÇÆÂÆ ËÑ ÄÌËÔÇÖ àÆ ÑÆõÆÕÂÆÖÝ ÄÃÊÕÆ ÂÌÆ ÒËÄÂ àÍÄÃÕ ÐÑËÐÆÑÂÃÆÄ ÄÔÕÌÍÄ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ Ëß àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÕÍÊÊËÂ àÆ ÎÔÍÑÍÊÂÆÆÖæ ñËÅÆÏÆÑÝ ËÊÆ ÒÃÎÌÂ ÅÍÊÂ ÂË ÎÆÊÆÑÍÇÃôÆ
ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÛÛ ÂË ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÃÑÑÆßÔÂÍàÃÇÃÂá ÅÌÃÕÌ ÍÄÄÃÎÊÄ Í ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÑÆÇÍÂÃËÊ ÂË ÍÇÇ ×óÓÓöÄæ
�ÿ��¹ºÀ¿� ·ý �̧ »»ÿ^¾º��@ÿ� �!! a377 �$� ������4"�! ��. �(��$ ������4 �
 �(� P ���%
������ �" �(��$ !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!	
>?���@ÿ A�HA ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ûè ÍÄÄÃÎÊÄ {a

a
→ a, b

b
→ b}

ÍÄ ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ×óÓÓ Ëß _âÈÍÒÐÇÆ òæèèæ

H I¼¹�»¾ÿ¹¿ÿ v¾@ÿ ~¼»��º�

ç ÒÍõËÑ ÂáÐÆ Ëß ÒÆÂÍÈÑÆÄÔÇÂ ËàÂÍÃÊÆÖ àá ÂÌÆ íÆÇÖ Ëß ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ÃÄ ÂË ÎÔÍÑÍÊÂÆÆ ÂÌÆ
ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÐÑËÐÆÑÂáÝ ÍÄ ÖÆíÊÆÖ àÆÇËÅÝ ßËÑ ÖÃ\ÆÑÆÊÂ ÊËÂÃËÊÄ Ëß àÆÌÍÏÃËÑÍÇ ÆúÔÍÇÃÂáæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ H�· �I¼¹�»¾ÿ¹¿ÿ� �� �o��#�!���� $�!����� R �
 � ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ '	$	�	 � "���%
���� 
)� �! f &'��( �� �$ ��$�$) �$��) n+* '(�� "�$ �!!

p0, q0, . . . , pn−1, qn−1 * �" (p0, q0), . . . , (pn−1, qn−1) ∈
R �(�� (f(p0, . . . , pn−1), f(q0, . . . , qn−1)) ∈ R

	
R �
 � ���4$����� '	$	�	 � 
�4����$� Σ '(��

�� �
 � ���4$����� "�$ �!! "������� 
)� �!
 f ∈ Σ
	

RÌÆÊ ÂÌÆ ÄÃÎÊÍÂÔÑÆ ÃÄ ÕÇÆÍÑ ßÑËÒ ÂÌÆ ÕËÊÂÆâÂÝ ÅÆ ÄÌÍÇÇ õÔÄÂ ÅÑÃÂÆ ÂÌÍÂ
R

ÃÄ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆæ
óÌÆ ÊËÂÃËÊ Ëß àÆÌÍÏÃËÑÍÇ ÆúÔÃÏÍÇÆÊÕÆ ÂÌÍÂ ÃÄ ÔÄÆÖ ÒËÄÂ ÂÌÑËÔÎÌËÔÂ ÂÌÆ ÑÆÄÂ Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑÃÄ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÂÑËÊÎ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ H�ý ��º»¼¹� �À�À�À@�»Àº�� � 
)����$�� $�!����� R ⊆ C × C �
 � ÄÂÑËÊÎàÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ '(�� "�$ �!!

(p, q) ∈ R* l ∈ C * ��. p′ ∈ C * �" p l
→ p′ �(�� �(�$�

�-�
�
 �
q′* q l

→ q′
��. (p′, q′) ∈ R

	 3'� �!�
�. ��$�
 p ��. q �$� ÄÂÑËÊÎÇá àÃÄÃÒÃÇÍÑ &�$ y�
� �
���!�$+* .�����.  ) p↔q* '(�� �(�$� �-�
�
 � 
�$��4  �
���!����� $�!����� R 
��( �(��
(p, q) ∈ R

	
ÁÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÄÌÍÇÇ íÑÄÂ úÔËÂÆ ÂÅË ÎÆÊÆÑÍÇ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ßËÑÄÂÑËÊÎ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÃÊ ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ ÅÃÂÌ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÍÊÖ ÂÌÆÊ ÐÑÆÄÆÊÂ ÂÌÆÃÑ ÕËÔÊÂÆÑÐÍÑÂÄÃÊ ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ ÅÃÂÌ ËÑÖÆÑÃÊÎæ ç ÄÂÔÖá Ëß ÂÌÆÃÑ ÑÆÇÍÂÃÏÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆÊÆÄÄ ÅÃÇÇ ßËÇÇËÅ ÍßÂÆÑÅÍÑÖÄæ

�	
 ���4$����� 1�$���
 " �$ 7a7

ÁÊ ÚèãÞÝ hÆ ÓÃÒËÊÆ ÄÂÍÑÂÆÖ Í ÇÃÊÆ Ëß ÑÆÄÆÍÑÕÌ ÅÌÃÕÌ ÍÃÒÄ ÍÂ ÖÆíÊÃÊÎ ÄáÊÂÍÕÂÃÕ ÄÕÌÆÒÍ ßËÑóÓÓöÄ ÅÌÃÕÌ ÎÔÍÑÍÊÂÆÆ ÕÆÑÂÍÃÊ ÐÑËÐÆÑÂÃÆÄ ÄÔÕÌ ÍÄ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ Ëß ÄÂÑËÊÎ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáæ óÅË

èå



ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌÆÖ ÆâÍÒÐÇÆÄ Ëß ÄÔÕÌ ßËÑÒÍÂÄ ÍÑÆ ÂÌÆ êëìë ÚûÞ ÍÊÖ ÂÌÆ ü÷øù÷ ÚÛãÞ ßËÑÒÍÂÄÝ
àËÂÌ Ëß ÅÌÃÕÌ ÍÇÇËÅ ßËÑ ÄÐÆÕÃßáÃÊÎ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ßËÑÒÔÇÍÆ ÍÒËÊÎ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ TËÑÆËÏÆÑÝü÷øù÷ ÍÕÕËÒÒËÖÍÂÆÄ ÂÌÆ ÕÌÍÇÇÆÊÎÃÊÎ ßÆÍÂÔÑÆ Ëß ÇËËÉÈÍÌÆÍÖ ÅÌÃÕÌ ÍÄ ÅÆ ÄÌÍÇÇ ÍÇÄË ËàÄÆÑÏÆÇÆÍÖÄ ÂË ÒËÑÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑæ FÆâÂÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ ÂÌÆ êëìë ÍÊÖ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂÄæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ H�A ������ � .�.������ $�!� �
 �� �(� êëìë " �$��� �" ��. ��!) �" �� (�
 �(�"�!!�'��4 "�$�w

{xi
lij
→ yij | i ∈ I, 1 ≤ j ≤ mi} ∪ {xj

l′
jk
9 | j ∈ J, 1 ≤ k ≤ nj}

f(−→x )
l
→ t

'(�$� f �
 � "������� 
)� �!* xi z
 &1 ≤ i ≤ ar(f)
+ ��. yij z
 &i ∈ I

��. 1 ≤ j ≤ mi

+ �$� �!!
.�
����� #�$�� !�
* I ��. J �$� 
� 
��
 �" {1, . . . , ar(f)}* mi

��. nj �$� ����$�! ��� �$

&�� 
�� �� ����$  ���. �� �(� ��� �$ �" �$���
�
+* ��. t �
 �� �$ ��$�$) ��$� 
��( �(��
vars(t) ⊆ {xi | 1 ≤ i ≤ ar(f)} ∪ {yij | i ∈ I, 1 ≤ j ≤ mi}

	 � 377 �
 �� �(� êëìë " �$���
'(�� �� (�
 � ,���� 
�4����$�* � ,���� 
�� �" !� �!
* � ,���� 
�� �" .�.������ $�!�
 ��. �!!
��
 .�.������ $�!�
 �$� �� �(� êëìë " �$���	
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ H�H ������� � .�.������ $�!� �
 �� �(� ü÷øù÷ " �$��� �" ��. ��!) �" �� (�

�(� "�!!�'��4 "�$�w

{ti
li→ yi | i ∈ I} ∪ {t′j

l′
j

9 | j ∈ J}

f(−→x )
l
→ t'(�$� f �
 � "������� 
)� �!* xi &1 ≤ i ≤ ar(f)
+ ��. yi z
 &i ∈ I

+ �$� �!! .�
����� #�$�� !�
*
I

��. J �$� &��

� !) ��,����+ 
��
 �" ��.���
* ��. t* ti z
 ��. t′j z
 �$� �$ ��$�$) ��$�
	 �377 �
 �� �(� ü÷øù÷ " �$��� '(�� �!! ��
 .�.������ $�!�
 �$�	 � .�.������ $�!� &377+ �

�� �(� ÷øù÷ " �$��� '(�� �� �
 ��
���#� ��. �
 �� �(� ü÷øù÷ " �$���	
JÇÆÍÑÇá ÍÊá ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ ØóÓÓÙ ÃÊ ÂÌÆ êëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÍÇÄË ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂæç ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ ØóÓÓÙ ÃÄ ÃÊ ÂÌÆ ��
���#� êëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÅÌÆÊ ÃÂ ÃÄ àËÂÌ ÃÊ ÂÌÆ ÷øù÷ÍÊÖ ÂÌÆ êëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄæ
ç ÄÂÑÍÃÎÌÂßËÑÅÍÑÖ ÆâÂÆÊÄÃËÊ Ëß ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÇÇËÅÄ ßËÑ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆÄ ËßÕËÊÕÇÔÄÃËÊÄÝ ÇÆÍÖÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ü÷øù÷�ü÷ø�÷ ßËÑÒÍÂÝ ÅÌÃÕÌ ÖËÆÄ ÊËÂ àÑÃÊÎ ÍàËÔÂ ÆâÂÑÍ ÆâÈÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑ ÄÃÊÕÆ ÑÔÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÆâÂÆÊÖÆÖ ßËÑÒÍÂ ÕÍÊ àÆ ÕËÖÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÚÛãÞæóÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆËÑÆÒ ÃÄ ßÑËÒ ÚäÞæ
�Wÿ¼»ÿ� H�U �I¼¹�»¾ÿ¹¿ÿ ^¼» ������ 1�$ � ����!��� 377 �� �(� ü÷øù÷ " �$���* �
���!�$��) �
 � ���4$�����	
óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÄ ÍÇÄË ÂÍÉÆÊ ßÑËÒ ÚäÞ ÍÊÖ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄ Ëß ÂÌÆ óÓÓÃÄ ÆÄÄÆÊÂÃÍÇ ÃÊ ËàÂÍÃÊÃÊÎ ÂÌÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÆÄÔÇÂæ

òã



>?���@ÿ H�] JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ óÓÓC

a
a
→ a b

a
→ b

x
a
→ y f(x)

c9 f(a)
d9

f(x)
d
→ b

x
a
→ y f(x)

d9 f(b)
c9

f(x)
c
→ a

óÌÆ ÍàËÏÆ óÓÓ àËÂÌ ÃÄ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ÃÊÖÔÕÆÄ Í ÔÊÃúÔÆ ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÝ
ÊÍÒÆÇá {a

a
→ a, b

a
→ b, f(a)

c
→ a, f(b)

d
→ b}

æ ñËÅÆÏÆÑÝ ÃÂ ÃÄ ÊËÂ ÕËÒÐÇÆÂÆG ÃÂÄ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈ
ÏÍÇÔÆÖ ÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ ({a

a
→ a, b

a
→ b}, {a

a
→ a, b

a
→ b, f(a)

d
→ b, f(b)

d
→ b, f(a)

c
→ a, f(b)

c
→ a})

æ
=ËÑ ÂÌÆ ÔÊÃúÔÆ ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÝ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ

a↔bàÔÂ ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ÌËÇÖ ÂÌÍÂ
f(a)↔f(b)

ØÂÌÔÄ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÃÄ ÊËÂ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆÙæ

�	� ���4$����� 1�$���
 " �$ a$.�$�. 7a7

×ÔÑ ÎËÍÇ ÃÄ ÂË ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ËÊ ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ ÍÂ ÇÆÍÄÂ ÍÄ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ØÍÊÖ Ëß ÕËÔÑÄÆ ÕËÒÈÐÇÃÕÍÂÆÖ ÃÊ ÊÍÂÔÑÆÙ ÍÄ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ óÌÃÄ ÌÍÄ ÍÇÑÆÍÖá àÆÆÊ ÖÆÒËÊÄÂÑÍÂÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÕÍÄÆ
Ëß ÂÌÆ êëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ àá ÂÌÆ ìëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ Ëß ÚèèÞ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÖÆíÊÆÖ àÆÇËÅæ ÁÊ ÚèèÞÝiÇÃÖËÅÄÉÃ ÍÊÖ LÌÃÇÇÃÐÄ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÈÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ßÑËÒ ÂÌÆ
êëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÂË ÂÌÆ ìëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ÏÃÕÆ ÏÆÑÄÍæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ H�e ������ �� a377

(R,<) �
 �� �(� ìëìë $�!� " �$��� '(��
&
+ �!! .�.������ $�!�
 �� R �$� �� �(� ��
���#� êëìë $�!� " �$���*
&�+ " �$ �!! .�.������ $�!�
 r, r′ ∈ R �" r ∈ higher(r′) �(�� r ��. r′ (�#� �(� 
��� ����

���$���$* ��.
&b+ "�$ �!! .�
����� .�.������ $�!�
 r, r′ ∈ R* �" r ∈ higher(r′) �(�� vars(trg(prem(r))) ∩

vars(r′) = ∅
��. vars(src(prem(r))) ⊆ vars(src(conc(r′)))

	
ÁÂÆÒ ò ÃÄ ÊËÂ ÆâÐÇÃÕÃÂÇá ÐÑÆÄÆÊÂ ÃÊ ÂÌÆ ËÑÃÎÃÊÍÇ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ÚèèÞÝ àÔÂ ÃÂ ÃÄ ÃÒÐÇÃÕÃÂÇá ÍÄÈÄÔÒÆÖæ çÄ ÅÆ ÄÌËÅ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑ ÍÊÖ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÃÊ ÂÌÃÄ
ÄÆÕÂÃËÊÝ ÂÌÆ íÑÄÂ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂ ÃÊ ÂÌÃÄ ÃÂÆÒ òÝ ÃæÆæÝ vars(trg(prem(r))) ∩ vars(r′) = ∅

Ý ÃÄ ÆÄÄÆÊÈÂÃÍÇ ÃÊ ËàÂÍÃÊÃÊÎ ÂÌÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÆÄÔÇÂæ óÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂÝ ÃæÆæÝ vars(src(prem(r))) ⊆
vars(src(conc(r′)))

Ý ÃÄ ÔÄÆÖ ßËÑ ËàÂÍÃÊÃÊÎ Í ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ àÆÂÅÆÆÊ ÂÌÆ êëìë ÍÊÖ ÂÌÆ ìëìëßËÑÒÍÂÄ ÍÊÖ ÏÃÕÆ ÏÆÑÄÍæ ÁÂÆÒ è ÐÆÑÒÃÂÄ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ØÊÍÒÆÇá ÑÔÇÆÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆÂÌÆÒÄÆÇÏÆÄÙ ÃÊ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂæ JáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ ÍÇÄË ÐÍÑÂ Ëß ÂÌÆ ËÑÃÎÃÊÍÇ ×Ó×Ó ÚèèÞæ ñËÅÈÆÏÆÑÝ ÄÆÏÆÑÍÇ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÃÊ ÚèèÞ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄÔàÄÆÂ Ëß ×Ó×Ó ÅÃÂÌËÔÂ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄÝ ÕÍÇÇÆÖ
��$���! a7a7Ý ÃÄ ÍÄ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÍÄ ×Ó×Óæ RÆ ÖÆÕÃÖÆÖ ÂË ÃÊÕÇÔÖÆ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÖÆíÊÃÈÂÃËÊ Ëß ×Ó×Ó ÃÊ ËÑÖÆÑ ÂË àÆ ÕËÒÐÍÂÃàÇÆ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ËÑÃÎÃÊÍÇ ÐÑÆÄÆÊÂÍÂÃËÊæ çÄ ÅÆ ÄÌËÅ ÃÊ ÂÌÆ

òÛ



ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑÝ ÃÊÂÑËÖÔÕÃÊÎ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ÂË ÒËÑÆ ÎÆÊÆÑÍÇ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ÒÍá ÕÍÔÄÆÄËÒÆ ÕËÒÐÇÃÕÍÂÃËÊÄ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË ÂÌÆÃÑ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ
ÁÊ ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑÝ ÅÆ ÃÊÂÑËÖÔÕÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÅÌÃÕÌ ÅÃÇÇ àÆ ÐÑËÏÆÖ ÆúÔÍÇ ÃÊÆâÐÑÆÄÄÃÏÆÊÆÄÄ ÂË ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ ûÙ ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ ÄÂÑÃÕÂÇá ÒËÑÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÂÌÍÊÂÌÆ ìëìë ÍÊÖ ÂÌÆ êëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄÝ ÍÄ ÅÆ ÄÌÍÇÇ ÖÆÒËÊÄÂÑÍÂÆ ÄÌËÑÂÇáæ

�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ H�f ������� �� a377
(R,<) �
 �� �(� ì÷øù÷ " �$��� �� 
���
,�
 �(� "�!!�'%

��4 �'� ���.�����
	

&
+ 1�$ �!! .�.������ $�!�
 r ∈ R* ���(�$ r �
 �� �(� ÷øù÷ " �$��� �$ conc(r) ∈ prem(r)*�� �(� !����$ ��
� �(� ��$4��
 �" �!! �$���
�
 
(��!.  � .�
����� #�$�� !�
	
&�+ 1�$ �!! .�
����� .�.������ $�!�
 r, r′ ∈ R* �" r ∈ higher(r′) �(�� vars(trg(prem(r))) ∩

vars(r′) = ∅
��. vars(src(prem(r))) ⊆ vars(r′)

	
�� a377 �
 �� �(� ÍÕáÕÇÃÕ ì÷øù÷ " �$��� �" �� �
 �� �(� ì÷øù÷ " �$��� ��. "�$�(�$��$�*" �$ �!! &��

� !) �.������!+ .�.������ $�!�
 r, r′ ∈ R* ���� � (�!.
	

FËÂÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÄáÊÂÍÕÂÃÕÍÇÇáÙ ÎÆÊÆÑÍÇÃôÆÄ ÂÌÆ ìëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÃÊ ÂÌÍÂ ÍÊá×óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ àÔÂ ÊËÂ ÏÃÕÆ ÏÆÑÄÍæ SÍÂÆÑÝ ÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ ûÝÅÆ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÃÄ ÄÂÑÃÕÂ ÎÆÊÆÑÍÇÃôÍÂÃËÊ ÃÊÖÆÆÖ ÌËÇÖÄ ÃÊ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕ ÄÆÊÄÆÝ ÍÄ ÅÆÇÇG ÊÍÒÆÇáÝÂÌÆÑÆ ÍÑÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÄáÄÂÆÒÄ ÂÌÍÂ ÕÍÊ àÆ ÄÐÆÕÃíÆÖ àá ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ àÔÂ ÊËÂ àá ÂÌÆ
ìëìë ßËÑÒÍÂæ
ÁÊ ÂÌÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂÝ ÅÆ ÍÇÇËÅÆÖ ßËÑ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÊËÂ ÃÊÂÌÆ ÷øù÷ ßËÑÒÍÂ àÔÂ ÌÍÏÆ ÂÌÆÃÑ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊÄ ÍÒËÊÎ ÂÌÆÃÑ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ óÌÆÄÆ ÑÔÇÆÄ ÒÍá ÄÆÆÒ
ÔÄÆÇÆÄÄ ÍÄ ÂÌÆá ÕÍÊÊËÂ ÇÆÍÖ ÂË Í ÐÑËËß ßËÑ ÍÊá ÊÆÅ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊæ ñËÅÆÏÆÑÝ ÂÌÍÊÉÄ ÂË ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ
Ëß ËÑÖÆÑÃÊÎ ÍÒËÊÎ ÑÔÇÆÄÝ ÂÌÆá ÕÍÊ àÆ ÃÊÖÆÆÖ ÔÄÆßÔÇ ßËÑ ÒËÖÆÇÃÊÎ ÃÒÐËÄÄÃàÃÇÃÂá Ëß ÕÆÑÂÍÃÊÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ ØÃæÆæÝ ÂÌÆ ÃÖÆÍ Ëß ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÙ àá ÐÇÍÕÃÊÎ ÂÌÆÒ ÍàËÏÆ ËÂÌÆÑ ÑÔÇÆÄæ ÁÊ ËÂÌÆÑÅËÑÖÄÝ ÍÇÂÌËÔÎÌ ÂÌÆÄÆ ÑÔÇÆÄ àá ÂÌÆÒÄÆÇÏÆÄ ÒÍá ÊËÂ ÆÊÍàÇÆ ÂÌÆ ÖÆÑÃÏÍÂÃËÊ Ëß ÊÆÅ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄÝ
ËÊÕÆ ËÑÖÆÑÆÖ ÍàËÏÆ ËÂÌÆÑ ÑÔÇÆÄÝ ÂÌÆá ÒÍá ÃÊÖÆÆÖ ÖÃÄÍàÇÆ ÄËÒÆæ ÁÂÆÒ è Ëß ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ
ÐÆÑÒÃÂÄ ÍÇÄË ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ àá ÂÌÆ ÖÃÄÂÃÊÕÂÊÆÄÄ Ëß r ÍÊÖ r′ ÕËÊÖÃÂÃËÊæ óÌÃÄ ÃÄ ÃÊ ÇÃÊÆ ÅÃÂÌ ÂÌÆ
ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ×Ó×Óæ FËÂÆ ÂÌÍÂ ÃÊ ÑÔÇÆÄ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ ËÂÌÆÑÄ ØÂÌÔÄ ÊËÂ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄÙ ÇËËÉÍÌÆÍÖÃÄ ÐÑËÌÃàÃÂÆÖ àá ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂ Ëß ÃÂÆÒ èæ SËËÉÍÌÆÍÖ ÃÄ ßÑÆÆÇá ÍÇÇËÅÆÖÝ ÌËÅÆÏÆÑÝ ßËÑÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ ÅÌÃÕÌ ÍÑÆ ÒÃÊÃÒÍÇ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË ÂÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎæ
RÆ ÕËÊõÆÕÂÔÑÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂ ÃÊ ÃÂÆÒ èÝ ÃæÆæÝ vars(src(prem(r))) ⊆ vars(r′)

Ý ÕÍÊàÆ ÖÑËÐÐÆÖ ÅÃÂÌËÔÂ õÆËÐÍÑÖÃôÃÊÎ ÂÌÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÆÄÔÇÂæ ñËÅÆÏÆÑÝ ËÔÑ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ
ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ ûæèÙ ÑÆúÔÃÑÆÄ ÂÌÃÄ ÕËÊÖÃÂÃËÊæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆÄÂÌÍÂ àá ÖÑËÐÐÃÊÎ ÂÌÃÄ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂ ËÊÆ ÕÍÊ ÄÐÆÕÃßá ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÄáÄÂÆÒÄ ÂÌÍÂ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÄÐÆÕÃíÆÖàá ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ

òè



>?���@ÿ H�j

↓
x

a
→ y y

b
→ z

x
a
→ y a

a
→ d b

a
→ d b

a
→ c c

b
→ d

x
a
→ x′

f(x)
c
→ d

óÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÍÊÖ ÃÂÄ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄC = P = {a
a
→ d, b

a
→ d, b

a
→ c,

c
b
→ d, f(a)

c
→ d}

æRÆ ÕÇÍÃÒ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÂÌÍÂ ÖÆíÊÆÄ ÂÌÆ ÍàËÏÆÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇæ çÄÄÔÒÃÊÎ ÂÌÍÂ ÄÔÕÌ Í óÓÓ ÖËÆÄ ÆâÃÄÂ ØÅÃÂÌËÔÂ ÇËÄÄ Ëß ÎÆÊÆÑÈÍÇÃÂáÝ ÅÆ ÕÍÊ ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ óÓÓ ÃÄ ÐÔÑÆÙÝ ÕËÊÄÃÖÆÑ Í ÒÃÊÃÒÍÇ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ßËÑ
`ws f(a)

c
→ d

G ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ ÇÆÍÖÃÊÎ ÂË ÂÌÃÄ ÐÑËËß ÍÊÖ Í ÊÆÅ ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃËÊÝÅÆ ÐÑËÏÆ ÂÌÍÂ
`ws f(b)

c
→ d

ØÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙæ
çÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÐÑËËß ßËÑ f(a)

c
→ d

ÃÄ ÖÔÆ ÂË Í ÑÔÇÆ Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ßËÑÒC

DOE {ti
li→ yi | i ∈ I} {t′j

l′
j

9 | j ∈ J}

f(x)
c
→ t

ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃËÊ σ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
σ(x) = a

ÍÊÖ σ(t) = d
æ óÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß ÄÔÕÌ Í

ÑÔÇÆ ÒÍá àÆ Ëß ËÊÆ Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÌÍÐÆÄC
ØÛÙ x a

→ yi ËÑ a a
→ yi

Ý ßËÑ ÄËÒÆ i ∈ I
Ý

ØèÙ b a
→ yi

Ý ßËÑ ÄËÒÆ i ∈ I
Ý

ØòÙ ti b
→ yi ËÑ c b

→ yi
Ý ÅÌÆÑÆ σ(ti) = c

ÍÊÖ i ∈ I
Ý

ØîÙ t′j a9
ÅÌÆÑÆ t′j ÕÍÊ àÆ ÍÊá ÂÆÑÒ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

σ(t′j) 6= a
ÍÊÖ σ(t′j) 6= b

Ý ÍÊÖ j ∈ J
Ý

ØûÙ t′j b9
ÅÌÆÑÆ t′j ÕÍÊ àÆ ÍÊá ÂÆÑÒ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

σ(t′j) 6= c
Ý ÍÊÖ j ∈ J

Ý
ØäÙ t′j c9

ÅÌÆÑÆ t′j ÕÍÊ àÆ ÍÊá ÂÆÑÒ àÔÂ f(a) ËÑ f(x)
ÍÊÖ j ∈ J

Ý ØÂÌÆÄÆ ÂÅË ÕÍÄÆÄ ÍÑÆ
ÆâÕÇÔÖÆÖ ÄÃÊÕÆ ËÂÌÆÑÅÃÄÆÝ ÂÌÆÑÆ ÄÌËÔÇÖ ÆâÃÄÂ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÖÆÊÃÍÇ ßËÑ f(a)

a
→

ÍÊÖÂÌÆÊ f(a)
c
→ d ÕÍÊÊËÂ àÆ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊ ÂÌÆ C ÕËÒÐËÊÆÊÂ Ëß ÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ

ÒËÖÆÇÙæ
FËÂÆ ÂÌÍÂ

f(x) ËÑ f(a) ÕÍÊÊËÂ àÆ ÃÊ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ Ëß Í ÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆ àÆÕÍÔÄÆ ÂÌÆ ÇÍàÆÇ ËßÄÔÕÌ Í ÐÑÆÒÃÄÆ ÄÌËÔÇÖ àÆ Í
c
ÍÊÖ ÂÌÆÊ ÂÌÆ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß Ëß f(a)

c
→ d ÖÔÆ ÂË DOE ÃÄ

ÊËÂ ÒÃÊÃÒÍÇ ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÄÒÍÇÇÆÑ ÐÑËËß ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß ÄÔÕÌ Í ÐÑÆÒÃÄÆæ çÇÄËÝ ÎÃÏÆÊÂÌÆ ÍàËÏÆ ßËÑÒÄÝ ÂÌÆ ÂÍÑÎÆÂ Ëß ÂÌÆ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊÝ ÃæÆæ tÝ ÄÌËÔÇÖ ÆÃÂÌÆÑ àÆ d ËÑ ÄËÒÆ yl ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
σ(yl) = d

æ

òò



hÆíÊÆ σ′ ÍÄ ßËÇÇËÅÄC σ′(x)
.
= b

Ý
σ′(y) = σ(y)

Ý ßËÑ ÍÇÇ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ y 6= x
æ óÌÆÊÝ ÍÇÇ ÐËÄÃÂÃÏÆÐÑÆÒÃÄÆÄ ØÃÂÆÒÄ Û ÂË ò ÍàËÏÆÙ ÒÔÄÂ ÌÍÏÆ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ØßËÑ ÂÌÆá ÍÑÆ ÍÇÇ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÃÊÂÌÆ C ÕËÒÐËÊÆÊÂ Ëß ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÙæ =ËÑ ÂÌÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊËÕÍÄÆ ÅÌÆÑÆ ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃÊÎ Í

b
ßËÑ ÍÊ a ÒÍá ÆÊÍàÇÆ aÈ ËÑ bÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄæ ÓÃÒÃÇÍÑÇáÝ ÄÔàÄÂÃÂÔÂÃÊÎÍ

b
ßËÑ ÍÊ a ÒÍá ÖÃÄÍàÇÆ cÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄ àÔÂ ÒÍá ÊËÂ ÆÊÍàÇÆ ÂÌÆÒæ ñÆÊÕÆÝ ÅÆ ËàÂÍÃÊ Í ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÐÑËËß ßËÑ σ′(f(x)

c
→ t)

Ý ÃæÆæ f(b)
c
→ d

æ

FËÂÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÐÑÆÄÆÊÕÆ Ëß ÇËËÉÍÌÆÍÖ ÃÊ ÂÌÆ ÔÐÐÆÑ ÑÔÇÆ Ëß ÂÌÆ íÑÄÂ ÕËÇÔÒÊ ÐÇÍáÄ ÍÊ ÆÄÄÆÊÂÃÍÇÑ�ÇÆ ÃÊ ÆÄÂÍàÇÃÄÌÃÊÎ ÂÌÃÄ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆÊÆÄÄ ÑÆÄÔÇÂæ ÁÊ ÆÄÄÆÊÕÆÝ ÂÌÆ íÑÄÂ ÕËÇÔÒÊ ÄÂÍÂÆÄ ÂÌÍÂ
f(x)ÕÍÊ ÒÍÉÆ Í

c
ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÂË d ÅÌÆÊ x ÕÍÊ ÒÍÉÆ ÍÊ a

ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÍÊÖ ßÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ " �$ �!!
��

� !� a �$��
�����
 �" x ÂË ÍÊá y Ý y ÕÍÊÊËÂ ÒÍÉÆ Í

b
ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊæ óÌÆ ÃÒÐÇÃÕÃÂ ÔÊÃÏÆÑÄÍÇúÔÍÊÂÃíÕÍÂÃËÊ ÃÊ ÂÌÆ ÎÆÊÆÑÍÇÃôÍÂÃËÊ Ëß ÂÌÆ ×ó�=ó ßËÑÒÍÂ ÒÍÉÆÄ ÃÂ ÒËÑÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÂÌÍÊÂÌÆ Fó�=ó ßËÑÒÍÂæ

ÓÃÊÕÆ ËÔÑ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ ûæèÙ ÐÑËÏÍàÇá ÐÑÆÄÆÑÏÆÄ ÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÝ ÅÆ ÕÍÊ ÑÆÕÍÄÂ óÌÆËÑÆÒ îæû ÃÊ ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ Ëß ËÑÖÆÑÆÖ Ó×ÓÝ ÍÄ ßËÇÇËÅÄæ

�Wÿ¼»ÿ� H�·l �I¼¹�»¾ÿ¹¿ÿ ^¼» ������ 1�$ � ����!��� a377 �� �(� ì÷øù÷ " �$���* �
���!�$��) �
 � ���4$�����	

g$��" 	 =ËÑ Í ÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓ (R,<)
Ý
R′ = ntyft(R,<)

ÃÄ Í óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÅÌÃÕÌÃÊÖÔÕÆÄ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆæ óÌÔÄÝ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáßËÑ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÆÖ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ Ëß R′ ÃÄ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÍÊÖ ÃÂ ÕËÃÊÕÃÖÆÄ ÅÃÂÌ ÂÌÆ àÃÄÃÒÃÈÇÍÑÃÂá ßËÑ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ ÃÊÖÔÕÆÖ àá (R,<)
æ

�

FËÂÆ ÂÌÍÂ ËÔÑ ÆÄÄÆÊÂÃÍÇ ÍÖÖÃÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ ÕËÊÄÂÑÍÃÊÂÄ Ëß ÂÌÆ ÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÂÌÆ íÑÄÂ ÕËÊÄÂÑÍÃÊÂÃÊ ÃÂÆÒ è Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ îæïæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÕËÔÊÂÆÑÈÆâÍÒÐÇÆ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ ÂÌÃÄ ÕËÊÄÂÑÍÃÊÂ ËÊ ÂÌÆ
ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÃÊÖÆÆÖ ÔÄÆßÔÇ ßËÑ ËàÂÍÃÊÃÊÎ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÆÄÔÇÂÝ ÍÊÖ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÖÑËÐÐÆÖæ

>?���@ÿ H�·· óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÍÊÖ ÃÂÄ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ {a a
→ b, b

a
→ a, f(a)

a
→ a}

æ

òî



ñÆÊÕÆÝ ßËÑ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ a ÍÊÖ b ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÅÌÃÇÆ f(a)
ÍÊÖ f(b)

ÍÑÆ ÊËÂæ

↓
b
a
→ y

b
a
→ y a

a
→ b b

a
→ a

x
a
→ y

f(x)
a
→ a

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÅË ÕËÔÊÂÆÑÈÆâÍÒÐÇÆÄ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÕËÊÖÃÂÃËÊ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÖÑËÐÐÆÖ ßËÑ
ÊËÊÈ÷øù÷ ÑÔÇÆÄÝ ÅÌÃÕÌ ÌÍÏÆ ÂÌÆÃÑ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊ ÍÒËÊÎ ÂÌÆÃÑ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÆÃÂÌÆÑæ
>?���@ÿ H�·ý

↓
x

a
→ x

x
a
→ x a

a
→ a b

a
→ a

f(x)
a
→ a

óÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÍÊÖ ÃÂÄ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ
{a

a
→ a, b

a
→ a, f(b)

a
→ a}

æ ñÆÊÕÆÝ ßËÑÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓÝ a ÍÊÖ b ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÅÌÃÇÆ f(a)
ÍÊÖ f(b)

ÍÑÆ ÊËÂæ
>?���@ÿ H�·A

↓
a

a
→x

a
a
→x a

a
→ b b

a
→ a

f(x)
a
→ a

òû



óÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÍÊÖ ÃÂÄ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ
{a

a
→ b, b

a
→ a, f(a)

a
→ a}

æ ñÆÊÕÆÝ ßËÑÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓÝ a ÍÊÖ b ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÅÌÃÇÆ f(a)
ÍÊÖ f(b)

ÍÑÆ ÊËÂæ

ÁÊ ÃÂÆÒ Û Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ îæïÝ ÅÆ ÑÆúÔÃÑÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÂÍÑÎÆÂÄ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß ÊËÊÈÂáßÂ ÑÔÇÆÄ ÄÌËÔÇÖÄÂÃÇÇ ÕËÊÂÍÃÊ ÖÃÄÂÃÊÕÂ ÏÍÑÃÍàÇÆÄæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÕËÔÊÂÆÑÈÆâÍÒÐÇÆ ÄÌËÅÄ ÅÌá ÂÌÃÄ ÑÆúÔÃÑÆÒÆÊÂÕÍÊÊËÂ àÆ ÖÑËÐÐÆÖæ
>?���@ÿ H�·H

↓
x

a
→ a

x
a
→ a b

a
→ b a

a
→ a

f(x)
a
→ a

óÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÍÊÖ ÃÂÄ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ {a a
→ a, b

a
→ b, f(b)

a
→}

æ ñÆÊÕÆÝ ßËÑ ÂÌÆÍàËÏÆ ×óÓÓÝ a ÍÊÖ b ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÅÌÃÇÆ f(a)
ÍÊÖ f(b)

ÍÑÆ ÊËÂæ

Ó×Ó ÑÔÇÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ×Ó×Ó ßËÑÒÍÂ ÍÑÆ ÍÄÄÔÒÆÖ ØÃÒÐÇÃÕÃÂÇáÙ ÂË ÌÍÏÆ ÖÃ\ÆÑÆÊÂ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ ÚèèÞæóÌÆ ÇÍÄÂ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ ÃÊ ÎÆÊÆÑÍÇ Ãß ×Ó×Ó ÑÔÇÆÄ ÄÌÍÑÆ ÏÍÑÃÍàÇÆÄÝ ÂÌÆÊ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊÃÄ ÊËÂ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆæ
>?���@ÿ H�·U

↓
x

b
→ y

f(x)
a
→ c a

b
→ b b

b
→ a b

b
→ b

f(x)
a
→ y

óÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÍÊÖ ÃÂÄ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÃÄ
{a

b
→ b, b

b
→ a, b

b
→ b, f(a)

a
→ a, f(a)

a
→ c, f(a)

a
→ f(a), f(b)

a
→ c, f(b)

a
→ f(a), . . .}

æ =ËÑ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ a ÍÊÖ b ÍÑÆ ÕÇÆÍÑÇáàÃÄÃÒÃÇÍÑæ ñËÅÆÏÆÑÝ f(a)
ÍÊÖ f(b)

ÍÑÆ ÊËÂ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÄÃÊÕÆ f(a) ÕÍÊ ÒÍÉÆ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÂË a
òä



ÅÌÃÇÆ f(b)
ÃÄ ÊËÂ ÕÍÐÍàÇÆ Ëß ÒÍÉÃÊÎ ÍÊá aÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÂË Í ÂÆÑÒ ÂÌÍÂ ÕÍÊ ÒÍÉÆ Í ßÔÑÂÌÆÑ

bÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊæ

U I¼���»À�¼¹ ¼^ >?�»ÿ��Àcÿ¹ÿ�� ¼^ ����� �¹½ ����� ~¼»��º�

ÁÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÐÑÆÄÆÊÂÝ ÃÊ àËÂÌ ÖÃÑÆÕÂÃËÊÄÝ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÄ àÆÂÅÆÆÊ óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ×óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÂÌÍÂ ÐÑÆÄÆÑÏÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄæ

�	
 1$�� ü÷øù÷ �� ì÷øù÷

RÆ ÍÄÄÔÒÆ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ ÂÌÍÂ óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÑÆ ÐÔÑÆÝ ÃæÆæÝ ÍÇÇ ÏÍÑÃÍàÇÆÄÍÐÐÆÍÑÃÊÎ ÃÊ Í ÑÔÇÆ ÒÔÄÂ àÆ ÖÑÍÅÊ ßÑËÒ ÍÒËÊÎ ÂÌËÄÆ ÔÄÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ Ëß ÂÌÆ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊ
ËÑ ÂÌÆ ÂÍÑÎÆÂÄ Ëß ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ óÌÃÄ ÑÆÄÂÑÃÕÂÃËÊ àá ÊË ÒÆÍÊÄ ÑÆÖÔÕÆÄ ÂÌÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆÊÆÄÄ ËßÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ ßËÑÒÍÂG ÃÒÐÔÑÆ óÓÓöÄ ÕÍÊ àÆ ÂÑÍÊÄßËÑÒÆÖ ÂË ÐÔÑÆ ËÊÆÄ ØÅÌÃÇÆ ÉÆÆÐÃÊÎ ÂÌÆ óÓÓÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÙ àá ÒÍÉÃÊÎ ÒÍÊáÕËÐÃÆÄ Ëß ÑÔÇÆÄ ÆÍÕÌ ÃÊÄÂÍÊÂÃÍÂÃÊÎ ÂÌÆ ËÂÌÆÑ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ àá Í ÕÇËÄÆÖ ÂÆÑÒ ÚÛãÞæ
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R �� �(�
��$� ü÷øù÷ " �$���* ��
 �$��
!����� �� �(� ì÷øù÷ " �$���* .�����.  ) otyft(R)* �
 �� a377
(R′, <) '(�$� R′ .= {r+, sr,j | r ∈ R, j ∈ Jr}

��. < .
= {(r+, sr,j) | r ∈ R, j ∈ Jr}

��. "�$
���( r ∈ R �" �(� "�$�

D
rE {ti

li→ yi|i ∈ Ir} ∪ {t′j
l′
j

9 |j ∈ Jr}

f(−→x )
l
→ t

,

r+ ��. sr,j &" �$ ���( j ∈ Jr
+ �$� .�,��. �
 "�!!�'
w

D
r
+E {ti

li→ yi|i ∈ Ir}

f(−→x )
l
→ t

,
D
sr,j E {t′j

l′
j
→ y′j}

t′j
l′
j
→ y′j

.

/� $�!� sr,j * y′j �
 � "$�
( #�$�� !� ��� �����$��4 �� r+ 	

óÌÆ ÊÆâÂ ÂÌÆËÑÆÒ ÄÂÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÖÃÍÎÑÍÒ ÃÊ =ÃÎÔÑÆ è ÕËÒÒÔÂÆÄæ
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R �� �(�
��$� ü÷øù÷ " �$���* �(� !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!
 �" R ��. otyft(R) ������.�	

òÜ



R
ØÐÔÑÆ ü÷øù÷Ù otyft(R)

Øì÷øù÷Ù

SÆÍÄÂ óÌÑÆÆÈ�ÍÇÔÆÖ ÓÂÍàÇÆ TËÖÆÇ

óÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ hÆíÊÃÂÃËÊ ûæÛ

ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÚäÞ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ü

t\gj }j R]U^X^Waa ]e SdW wT[^a_[S\]^ eT]` SdW ZUTW ����� e]T`[S S] SdW v���� e]T`[S
g$��" 	 SÆÂ R àÆ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ÐÔÑÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ otyft(R)

àÆ ÃÂÄ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ SÆÂ S ÍÊÖ (S ′, <)
àÆ ÂÌÆ ÕÇËÄÆÖ ÃÊÄÂÍÊÂÃÍÂÃËÊÄ Ëß R ÍÊÖ otyft(R)

Ý
ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ
FÆâÂÝ ÅÆ úÔËÂÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß óÓÓöÄ ßÑËÒ ÚäÝåÞ ØÅÃÂÌ Í
ÄÇÃÎÌÂ ÕÌÍÊÎÆ ÃÊ ÊËÂÍÂÃËÊÙ ÍÊÖ ÐÑËÏÆ ÃÂ ÆúÔÍÇ ÂË ËÔÑ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ ÂÌÆ ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÃÊÎ ×óÓÓæ óË ÂÌÃÄ ÆÊÖÝ ÅÆ íÑÄÂ ÖÆíÊÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÊËÂÃËÊ Ëß
ÊÆÎÍÂÃËÊ ØÕÍÇÇÆÖ ÖÆÊÃÍÇ ÃÊ ÂÌÆ ÇÃÂÆÑÍÂÔÑÆÙæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ U�A ��ÿ��ºÀ¼¹� � ��
���#� " �$��!� p l

→ p′ ��4���
 p l9
	 � 
�� �" ��
���#� " �$%

��!�� T .��
 ��� ��4��� � 
�� �" ��4���#� " �$��!��N * .�����.  ) T � N '(�� �(�$� �
 ��
φ ∈ T

��. ψ ∈ N 
��( �(�� φ ��4���
 ψ 	
óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÐÑËÕÆÖÔÑÆ ÃÄ ÂÍÉÆÊ ßÑËÒ ÚäÞæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ U�H �vÿ½¾¿ºÀ¼¹ �ÿ¿W¹Àn¾ÿ ^¼» �þ� VÀºW �ÿ��ºÀcÿ B»ÿ�À�ÿ�� 1�$ �� �$%.���! α* .�,��w

C ′
α

.
= {φ | ∃p S `p

N

φ
∧ ∃β<α P

′
β � N}

P ′
α

.
= {φ | ∃p S `p

N

φ
∧ ∀β<α C

′
β � N}

'(�$� & ) � �
��4 �(� ��������+* S `p
N

φ
$�" �$
 �� �(� ������ �" �$�#� �!��) �
 .�,��.

 �!�'	
� .�.������ $�!� H

φ
�
 ÐÑËÏÍàÇÆ "$�� � 377

S
 ) ����
 �" �$��" p* .�����.  ) S `p

H

φ
*

'(�� �(�$� �-�
�
 � '�!!%" ���.�. ��'�$.!)  $���(��4 �$�� '��( "�$��!�� �
 ��.�
 ��. �"
'(��(

• �(� $��� �
 !� �!!�.  ) φx
• �" � ��.� �
 !� �!!�.  ) ψ ��. �(� ��.�
 � �#� �� " �$� �(� 
��K �(�� ��� �" �(� "�!!�'��4

�'� ��
�
 (�!.w
· ψ ∈ H

��. K = ∅x
· ψ �
 � ��
���#� �$��
����� "�$��!� ��. s =

K

ψ
∈ S

	

òï



óË ÖÃÄÍÒàÃÎÔÍÂÆ ÂÌÆ ÊËÂÍÂÃËÊÝ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑÝ ÅÆ ÔÄÆ (S ′, <) `p φ
ÂË ÖÆÊËÂÆ ÂÌÍÂ

φ
ÃÄ

ÐÑËÏÍàÇÆ ßÑËÒ ×óÓÓ (S ′, <)
ÍÊÖ S `p

H

φ

ÂË ÖÆÊËÂÆ ÂÌÍÂ H

φ

ÃÄ ÐÑËÏÍàÇÆ ßÑËÒ óÓÓ S æ

Xÿ��� U�U /" S `p
N

φ

" �$ 
��� 
�� N �" ��4���#� " �$��!�� �(�� �(�$� �-�
�
 � �$��" q

��( �(�� (S ′, <) `q φx "�$�(�$��$�*  ��( �$��"
 (�#� �(� 
��� .���( ��. rules(q) = {r+ |
r ∈ rules(p)}

	
g$��" 	 éá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ Ëß ÐÑËËß pæ ÓÔÐÐËÄÆ p ÃÄ ÍÊ rÈÐÑËËß ßËÑ ÄËÒÆ r ∈ S

æ
óÌÆÊ r+ ∈ S ′ ÍÊÖ ßËÑ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ r ÍÊÖ r+ ÕËÃÊÕÃÖÆæ óÌÔÄÝ ÍÇÇ ÄÔàÐÑËËßÄ ÕËÊÕÆÑÊÃÊÎÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß r ÕÍÊ àÆ ÑÆÐÇÍÕÆÖ àá Í ÐÑËËß ßÑËÒ S ′ ØËß ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÖÆÐÂÌÙ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÝ ÍÊÖ ÂÌÃÄ ÅÍá ÅÆ ÌÍÏÆ Í ÐÑËËß q ÃÊ (S ′, <)

ßËÑ φ ÅÌÃÕÌ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÍÒÆ
ÖÆÐÂÌ ÍÄ

p
ÍÊÖ ÕËÒÐÑÃÄÆÄ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÏÆÑÄÃËÊÄ Ëß ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ ÃÊ q æ �

KÆÂÔÑÊÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß óÌÆËÑÆÒ ûæèÝ ÅÆ ÄÌËÅÝ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÝ ÂÌÍÂ
Cα = C ′

α

ÍÊÖ
Pα = P ′

α

ßËÑ ÍÇÇ ËÑÖÃÊÍÇÄ αæ ÁÊÄÃÖÆ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÝ ÅÆ ÔÄÆ ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß
ÂÌÆ ÐÑËËß ßËÑ φ ØÃæÆæÝ ÖÆÐÂÌ Ëß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

S `p
N

φ
ËÑ ÖÆÐÂÌ Ëß q ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

(S ′, <) `q φÙæ

Cα ⊆ C ′
α

Áß
φ ∈ Cα

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÒÃÊÃÒÍÇ ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
(S ′, <) `p φ

ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄÍ
β < α

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)
Ý
r

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ æ óÌÆ ÇÍÄÂ ÄÂÆÐ ËßÂÌÆ ÐÑËËß ÄÌËÔÇÖ àÆ ÖÔÆ ÂË Í ÑÔÇÆ r+ ∈ S ′ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
r ∈ S

ØÑÔÇÆÄ sr,j ∈ S ′ Ý ßËÑ ÄËÒÆ
r ∈ S

ÍÊÖ j ∈ Jr
Ý Ãß ÍÂ ÍÇÇ ÍÐÐÇÃÕÍàÇÆÝ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÐÍÑÂ Ëß Í ÒÃÊÃÒÍÇ ÐÑËËßÙæ ÓÔÐÐËÄÆÂÌÍÂ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r ∈ S

ØÎÃÏÃÊÎ ÑÃÄÆ ÂË r+ ∈ S ′Ù ÌÍÄ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÌÍÐÆC

D
rE {pi

li→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {pj
lj
9 |j ∈ Jr}

f(−→p )
l
→ p′

,

ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÆÊ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËß ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÙ ÂÌÍÂ
Pβ = P ′

βÍÊÖ Cβ = C ′
β

æ ÓÃÊÕÆ sr,j > r+
ßËÑ ÍÇÇ j ∈ Jr

Ý ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÍÂ
P ′
β � {pj

lj
9 | j ∈ Jr}ØËÂÌÆÑÅÃÄÆÝ r ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ Ùæ SÆÂ N ′ àÆ {pj

lj
9 | j ∈ Jr}

æ
ÁÂ ÍÇÄË ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÄÙ ÂÌÍÂ ßËÑ

ÍÇÇ i ∈ I
Ý
`qi

Ni

pi
li→ p′i

ÍÊÖ P ′
β � Ni

ÍÊÖ àá ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r Ý ÅÆ ÕÍÊ ÖÆÑÃÏÆ Í

ÐÑËËß ßËÑ N ′ ∪
⋃
i∈Ir Ni

φ

ÍÊÖ P ′
β � N ′ ∪

⋃
i∈Ir Ni

æ ñÆÊÕÆÝ φ ∈ C ′
α

æ

C ′
α ⊆ Cα

Áß
φ ∈ C ′

α

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
S `p

N

φ

ÍÊÖ P ′
β � N

ßËÑ ÄËÒÆ β < α
æ

=ËÇÇËÅÃÊÎ SÆÒÒÍ ûæûÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß q ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
(S ′, <) `q φ

æ JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ

òå



ÑÔÇÆÄ r+ ∈ rules(q)
G ÆÍÕÌ Ëß ÂÌÆÒ ÃÄ Í ÐËÄÃÂÃÏÆ ÃÊÄÂÍÊÕÆ Ëß ÄËÒÆ ÑÔÇÆ r ∈ S

ØÄÆÆ ÐÑËËß
Ëß SÆÒÒÍ ûæûÙæ ÓÔÐÐËÄÆ ÂÌÍÂ ÄËÒÆ r ∈ rules(p)

ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅÃÂÌ ÑÆÄÐÆÕÂ ÂË Pβ GÍÄÄÔÒÃÊÎ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ËÑÃÎÃÊÍÇ ÑÔÇÆ r ÌÍÄ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÌÍÐÆC

D
rE {pi

li→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′j
l′′
j

9 |j ∈ Jr}

f(−→p )
l
→ p′

,

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÑÔÇÆ sr,j Ý ßËÑ ÄËÒÆ j ∈ J
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

prem(sr,j) ⊆ Pβ
æ óÌÔÄÝ ÃÊ

ÐÍÑÂÃÕÔÇÍÑÝ p′′j l′′
j
→ qj ∈ Pβ

ßËÑ ÄËÒÆ qj ÍÊÖ ÄÃÊÕÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ
αÙÝ Cβ = C ′

β

ÍÊÖ Pβ = P ′
β

Ý ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ÌËÇÖ ÂÌÍÂ
P ′
β � p′′j

l′′
j

9
ÍÊÖ ÂÌÔÄ ÃÂ ÖËÆÄ ÊËÂ ÌËÇÖÂÌÍÂ

P ′
β � N

æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ óÌÔÄÝ ÅÆ ÕËÊÕÇÔÖÆ ÂÌÍÂ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)
ÍÑÆ ÕËÑÑÆÕÂÅæÑæÂæ Pβ ÍÊÖ ÂÌÃÄ ÕËÊÕÇÔÖÆÄ ÂÌÆ ÐÑËËß ßËÑ φ ∈ Cα

æ
Pα = P ′

α
ÓÃÒÃÇÍÑ ÂË ÍàËÏÆæ

�

óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÄÕÌÆÒÆ ÃÄ ÍÊ ÍÇÂÆÑÊÍÂÃÏÆ ÅÌÃÕÌ ÐÑÆÄÆÑÏÆÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÄæ ÁÂ ÔÄÆÄ ÍÔâÃÇÃÍÑá ÑÔÇÆÄ s′r,j ÂË ÆÊÕËÖÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄæ óÌÆÄÆ ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ
ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ ÂÌÆÒÄÆÇÏÆÄ ÃÊ ËÑÖÆÑ ÂË ÖÃÄÍàÇÆ ÂÌÆÒæ çÇÄËÝ ÄÆÆ SÆÒÒÍ òæòèæ
rÃÏÆÊ Í óÓÓ R

ÃÊ ÂÌÆ ÐÔÑÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂÝ ÃÂÄ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂÝ ÖÆÈ
ÊËÂÆÖ àá otyft ′(R)

Ý ÃÄ ÍÊ ×óÓÓ (R′, <)
ÅÌÆÑÆ R′ .

= {r+, s′r,j | r ∈ R, j ∈ Jr}
ÍÊÖ

<
.
= {(r+, s′r,j), (s

′
r,j, s

′
r,j) | r ∈ R, j ∈ Jr}

ÍÊÖ ßËÑ ÆÍÕÌ r ∈ R Ëß ÂÌÆ ßËÑÒ

D
rE {ti

li→ yi|i ∈ Ir} ∪ {t′j
l′
j

9 |j ∈ Jr}

f(−→x )
l
→ t

,

ÍÊÖ ßËÑ ÆÍÕÌ j ∈ Jr
Ý
s′r,j

ÃÄ ÖÆíÊÆÖ ÍÄ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÑÔÇÆ

D
s
′
r,j E

{t′j
l′
j
→ y′j}

f(−→x )
l
→ t

,

ÅÌÆÑÆ y′j ÃÄ Í ßÑÆÄÌ ÏÍÑÃÍàÇÆ ÊËÂ ÍÐÐÆÍÑÃÊÎ ÃÊ r+ Ý ÍÊÖ r+ ÃÄ ÖÆíÊÆÖ ÍÄ àÆßËÑÆæ
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R* �(� !��
��($��%#�!��. 
����$��. ��.�!
 �" R ��. otyft ′(R) ������.�	

g$��" 	 ÓÃÒÃÇÍÑ ÂË ÂÌÍÂ Ëß óÌÆËÑÆÒ ûæèæ �

îã



�	� 1$�� ì÷øù÷ �� ü÷øù÷

ÁÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊÝ ÅÆ ÕËÒÐÇÆÂÆ ÂÌÆ ÐÃÕÂÔÑÆ àá ÂÑÍÊÄÇÍÂÃÊÎ ×óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÂËóÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ ÁÊ ÕËÒÒËÊ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ßÑËÒ ÂÌÆ ü÷øù÷ ÂË ÂÌÆ ì÷øù÷ßËÑÒÍÂÝ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÃÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊ ÍÇÄË ÐÑÆÄÆÑÏÆÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇæ

�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ U�e ������ º¼ ������ �»�¹�@�ºÀ¼¹ �¿Wÿ�ÿ� 6�#�� �� a377
(R,<) �� �(� ì÷øù÷ " �$���* "������� S : R → I * '(�$� I

.
=

⋃
r∈R Ir * �
 � 
�!������"������� "�$ r ∈ R '(�� "�$ �!!

s ∈ higher(r) �" �(� "�$�

{t′i
l′
i→ y′i|i ∈ Is}

ts
ls→ t′s

,

�� (�!.
 �(�� S(s) ∈ Is
	 &3(�
* �" Is = ∅

" �$ 
��� s ∈ higher(r)* �(�� �(� 
�� �" 
�!������"�������
 "�$ r �
 ����)	+
6�#�� �� a377

(R,<) �� �(� ì÷øù÷ " �$���* ��
 �$��
!����� �� �(� ü÷øù÷ " �$���* .�����. ) ntyft(R,<)* �
 .�,��. �
 {rS | r ∈ tyft(R), S �
 � 
�!������ "������� "�$ r} 	 ��$� tyft(R)�
 �(� 
� 
�� �" R �(�� ���"�$�
 �� �(� ÷øù÷ " �$���* ��. "�$ ���( r ∈ tyft(R) �" �(� "�$�
{ti

li
→ yi|i∈Ir}

f(−→x )
l
→ t

* rS �
 .�,��. �
 "�!!�'
w

D
rS E {ti

li→ yi|i ∈ Ir} ∪ {t′S(s)

l′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→x )
l
→ t

.

óÌÆ ÃÖÆÍ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÃÄ ÂÌÍÂ ßËÑ ÆÍÕÌ ÑÔÇÆ r ÃÊ R Ý ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ r ÝÅÆ ÊÆÎÍÂÆ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ÐÑÆÒÃÄÆ ÍÊÖ ÍÖÖ ÂÌÆ ÕÌÍÃÊ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÔÐ ÂË ÂÌÆ ÊÆÎÍÂÆÖ ÐÑÆÒÃÄÆÂË ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß r æ óÌÃÄ ÅÍáÝ ÅÆ ÕÍÊ ÒÍÉÆ ÄÔÑÆ ÂÌÍÂ
r
ÃÄ ÍÐÐÇÃÆÖ ÐÑÆÕÃÄÆÇá ÅÌÆÊ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄÍàËÏÆ ÃÂ ÍÑÆ ßËÑ ÄËÒÆ ÑÆÍÄËÊ ÖÃÄÍàÇÆÖæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆÄ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆ ÂÌÆ ÃÖÆÍ Ëß ÂÌÃÄ

ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊæ

îÛ



>?���@ÿ U�f JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ØÍÕáÕÇÃÕÙ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ

↓
x

b
→ y′

x
b
→ y′ a

a
→ a b

a
→ b b

b
→ b

x
a
→ y

f(x)
a
→ y

çÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÄÕÌÆÒÆ Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ ûæÜ ÑÆÄÔÇÂÄ ÃÊ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ óÓÓæ FËÂÆ ÂÌÍÂ
ÂÌÆ ÂËÐÒËÄÂ ÑÔÇÆ ÃÄ ÊËÂ ÃÊÕÇÔÖÆÖ ÄÃÊÕÆ ÃÂ ÃÄ ÊËÂ ÃÊ ÂÌÆ ÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ

x
a
→ y x

b9

f(x)
a
→ y a

a
→ a b

a
→ b b

b
→ b

ÁÂ ÃÄ ÂÌÆÊ ÆÍÄá ÂË ÕÌÆÕÉ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß àËÂÌ ÂÌÆ ×óÓÓ ÍÊÖ ÂÌÆ
ÂÑÍÊÄÇÍÂÆÖ óÓÓ ÃÄ

({a
a
→ a, b

a
→ b, b

b
→ b, f(a)

a
→ a}, {a

a
→ a, b

a
→ b, b

b
→ b, f(a)

a
→ a})

æ

×ÔÑ ÊÆâÂ ÒÃÇÆÄÂËÊÆ ÃÄ ÂË ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ËÔÑ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÃÊÖÆÆÖ ÐÑÆÄÆÑÏÆÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄæ óÌÆÑÆ ÃÄ Í ÄÔàÂÇÆÂá ÕËÊÕÆÑÊÃÊÎ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄæ JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ÑÔÇÆ ËÊ ÂÌÆ ÇÆßÂàÆÇËÅ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÐÇÍÕÆÖ ÍàËÏÆ ÃÂÄÆÇßæ ÁÂ ÃÄ ÂÑÍÊÄÇÍÂÆÖ ÃÊÂË ÂÌÆ ü÷øù÷ ÑÔÇÆ ËÊ ÂÌÆ ÑÃÎÌÂ

{ti
li→ yi | i ∈ I}

f(x)
l
→ t

D
rE {ti

li→ yi | i ∈ I} ∪ {tj
lj
9 }

f(x)
l
→ t

ßËÑ ÄËÒÆ j ∈ I
æ óÌÔÄÝ r ÕËÊÂÍÃÊÄ ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂËÑá ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß ÂÌÆ ßËÑÒ tj

lj
→ yj

ÍÊÖ tj lj
9

æ ÓÔÕÌÑÔÇÆÄ ÒÍá ÃÊ}ÔÆÊÕÆ ÂÌÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÊ ÖÃ\ÆÑÆÊÂ ÅÍáÄ ÅÌÆÊ ÂÌÆ ×óÓÓ ÃÄ ÊËÂ ÕËÒÐÇÆÂÆæ óËÍÏËÃÖ ÄÔÕÌ ÕËÒÐÇÃÕÍÂÃËÊÄÝ ÅÆ íÑÄÂ ÐÑËÏÆÝ ÃÊ ÂÌÆ ÍàÄÆÊÕÆ Ëß ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄÝ ÂÌÍÂ ËÔÑ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÐÑÆÄÆÑÏÆÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ÆÏÆÊ ßËÑ ÃÊÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓöÄæ óÌÆÊÝ ÅÆ ÄÌËÅÂÌÍÂ ÃÊÕÇÔÖÃÊÎ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ÖËÆÄ ÊËÂ ÆÊÖÍÊÎÆÑ ÂÌÆ ÕËÑÑÆÕÂÊÆÄÄ Ëß ËÔÑ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ßËÑ ÕËÒÐÇÆÂÆ
×óÓÓöÄ ØÄÆÆ =ÃÎÔÑÆ òÙæ óÌÆËÑÆÒ ûæå ÐÑËÏÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÐÑÆÄÆÊÂÆÖ ÃÊ hÆíÊÃÂÃËÊ ûæÜÐÑÆÄÆÑÏÆÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ßËÑ ÂÌÆ ÍÕáÕÇÃÕ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÐÑÆÄÆÊÂÆÖ àá
ÖËÂÂÆÖ ÇÃÊÆÄ ÃÊ ÂÌÆ ÖÃÍÎÑÍÒÙ ÅÌÃÇÆ óÌÆËÑÆÒ ûæÛè ÐÑËÏÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÐÑÆÄÆÑÏÆÄÂÌÆ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ ßËÑ ÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÐÑÆÄÆÊÂÆÖ àá ÄËÇÃÖÇÃÊÆÄÙæ
�Wÿ¼»ÿ� U�j �[¿�¿@À¿ ����� º¼ ������ I¼»»ÿ¿º¹ÿ��� 1�$ �� �$ ��$�$) a377

(R,<

îè



(R,<)
ØJËÒÐÇÆÂÆ ì÷øù÷Ù ntyft(R,<)

Øü÷øù÷Ù

(R,<)
ØçÕáÕÇÃÕ ì÷øù÷Ù ntyft(R,<)

Øü÷øù÷Ù

SÆÍÄÂ óÌÑÆÆÈ�ÍÇÔÆÖ ÓÂÍàÇÆ TËÖÆÇ

óÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ hÆíÊÃÂÃËÊ ûæÜ

óÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ hÆíÊÃÂÃËÊ ûæÜ

ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ü ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÚäÞ

ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ü ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ ÚäÞ

t\gj �j R]U^X^Waa ]e SdW wT[^a_[S\]^ eT]` SdW v���� e]T`[S S] SdW ����� e]T`[S
) �� �(� ��)�!�� ì÷øù÷ " �$���* �(� !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!
 �" (R,<)

��.ntyft(R,<)������.�	
g$��" 	 óÌÆ ÐÑËËß ÃÄ ÏÆÑá ÄÃÒÃÇÍÑ ÃÊ ÊÍÂÔÑÆ ÂË ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß óÌÆËÑÆÒ ûæèæ óÍÉÆ (R,<)

ÍÊÖ
R′ ÂË àÆ ÂÌÆ ÕÇËÄÆÖ ÃÊÄÂÍÊÂÃÍÂÃËÊÄ Ëß ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ×óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ÃÂÄ
ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ çÇÄË ÇÆÂ Cα ÍÊÖ Pα

àÆ ÕÆÑÂÍÃÊ ÍÊÖ ÐËÄÄÃàÇÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÑÆÇÍÂÃËÊÄ ÑÆÄÔÇÂÃÊÎ ßÑËÒ ÍÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÂÆÕÌÊÃúÔÆ Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ òæèä ÂË (R,<)
Ý ÍÊÖÇÆÂ C ′

α

ÍÊÖ P ′
α

àÆ ÂÌÆ ÑÆÄÔÇÂ Ëß ÍÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÂÆÕÌÊÃúÔÆ Ëß ÚäÞ ØÄÆÆ ÂÌÆ ÐÑËËß ËßóÌÆËÑÆÒ ûæèÙ ÂË R′
æ çÎÍÃÊ ÄÃÒÃÇÍÑÇá ÂË ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß óÌÆËÑÆÒ ûæèÝ ÅÆ ÐÑËÏÆ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎÍÔâÃÇÃÍÑá ÇÆÒÒÍC

Xÿ��� U�·l /" R′ `p
N

φ

" �$ 
��� 
�� N �" ��4���#� " �$��!�� �(�� �(�$� �
 � �$��" q

��( �(�� (tyft(R), <) `q φx "�$�(�$��$�*  ��( �$��"
 (�#� �(� 
��� .���(	
g$��" 	 éá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÄÂÑÔÕÂÔÑÆ Ëß ÐÑËËß pæ ÓÔÐÐËÄÆ p ÃÄ ÍÊ sÈÐÑËËß ßËÑ ÄËÒÆ
s ∈ R′

æ óÌÆÊ s ÃÄ ÃÊÂÑËÖÔÕÆÖ ÃÊ R′ ÖÔÆ ÂË ÂÌÆ ÐÑÆÄÆÊÕÆ Ëß ÄËÒÆ ÑÔÇÆ r ∈ tyft(R)
æ çÇÇ ÐËÄÃÈÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß s ÍÑÆ ØÂÌÆ ÄÍÒÆ ÍÄ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß r ÍÊÖ ÍÑÆÙ àá ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄÐÑËÏÍàÇÆ ßÑËÒ (tyft(R), <)

æ óÌÃÄ ÅÍáÝ ÅÆ ÌÍÏÆ Í ÐÑËËß q ßËÑ φ ÃÊ (tytf (R), <)
æ

�

KÆÂÔÑÊÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ÐÑËËß Ëß óÌÆËÑÆÒ ûæåÝ ÅÆ ÄÌËÅÝ àá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÝ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ ËÑÖÃÊÍÇÄ
α
Ý ÅÆ ÌÍÏÆ Cα = C ′

α

ÍÊÖ Pα = P ′
α

æ ÁÊÄÃÖÆ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÝ ÅÆ ÔÄÆ ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ
ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÄ ßËÑ φ ÃÊ ÆÍÕÌ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆÈÒÆÊÂÃËÊÆÖ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÄæ

îò



Cα ⊆ C ′
α

óÍÉÆ φ ∈ Cα
æ SÆÂ p àÆ ÍÊ rÈÐÑËËß ßËÑ φ ÃÊ (R,<)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ ßËÑÄËÒÆ β < α
ØÅÃÂÌËÔÂ ÇËÄÄ Ëß ÎÆÊÆÑÍÇÃÂáÝ ÅÆ ÕÍÊ ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ

p
ÃÄ ÒÃÊÃÒÍÇ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ

r ∈ tyft(R)Ùæ Áß ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË r′ > r
ÂÌÆÊ r ∈ R′

æ çÇÇ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ φi Ëß r ÌÍÏÆ Í ÄÒÍÇÇÆÑ
ÐÑËËß ÖÆÐÂÌ ÍÊÖ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÙ
ÂÌÍÂ

φi ∈ C ′
α

Ý ÂÌÍÂ ÃÄÝ
R′ `qi

Ni

φi

ßËÑ ÄËÒÆ Ni
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
βi

� Ni

ßËÑ ÄËÒÆ βi < α
æ

óÌÔÄ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r ∈ R′ Ý ÅÆ ËàÂÍÃÊ R′ `q
N

φ

ÅÌÆÑÆ N .
=

⋃
i∈Ir NiÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ P ′

β′ � N
ÅÌÆÑÆ β′ ÃÄ ÂÌÆ ÒÍâÃÒÔÒ Ëß ÍÇÇ βi ßËÑ ÍÇÇ i ∈ Ir

æ
×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ r ÄÌËÔÇÖ àÆ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæP ′

β

ØÄÃÊÕÆCβ = C ′
β

ÍÊÖ Pβ = P ′
β

ÍÊÖ β < αÙ ÍÊÖ
ÌÆÊÕÆÝ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ s ∈ higher(r)

Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ÍÂ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ ÐÑÆÒÃÄÆ φS(s) = pS(s)

l′
S(s)
→ p′′S(s)ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ q′′ Ý pS(s)

l′
S(s)
→ q′′ /∈ P ′

β

æ ×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ ÕËÇÇÆÕÂ ÍÇÇ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß s ÂÌÍÂ ÕÍÊ íÊÖ
Í ÂÍÑÎÆÂ q′′i ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

pi
l′
i→ q′′i ∈ P ′

β

ØËÊÆ ÐÑÆÒÃÄÆ ßËÑ ÆÍÕÌ i ∈ IsÙ ÍÊÖ àá ÃÊÖÔÕÂÃËÊ
ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ pi l′

i→ q′′i ∈ Pβ
æ óÌÔÄÝ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÑÔÇÆ s′ > r

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÃÂ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄ
{pi

l′
i→ q′′i | i ∈ Is} ⊆ Pβ

ÍÊÖ ÂÌÔÄ r ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ ñÆÊÕÆÝ
ÅÆ ÕËÊÕÇÔÖÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÄÆÇÆÕÂÃËÊ ßÔÊÕÂÃËÊ S ßËÑ r ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
β � {pS(s)

l′
S(s)
9 |

s ∈ higher(r) }
æ

óÍÉÆ ÂÌÆ ÑÔÇÆ rS Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÌÍÐÆC

D
rS E {pi

li→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→p )
l
→ p′

=ËÑ ÍÇÇ ÃÂÄ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ φi Ý i ∈ Ir
Ý ÅÆ ÌÍÏÆ φi ∈ C ′

α

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ R′ `qi
Ni

φi

ßËÑ
ÄËÒÆ Ni

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
P ′
βi

� Ni

ßËÑ ÄËÒÆ βi < α
æ çÇÄËÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÑÆÍÄËÊÃÊÎ

ÂÌÍÂ ßËÑ ÂÌÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ
P ′
β � p′′S(s)

l′′
S(s)
9

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÍàËÏÆ
ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÝ ÅÆ ÌÍÏÆ Í ÐÑËËß q ßËÑ R′ `q

N

φ

ÅÌÆÑÆ N .
= {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

∪ (
⋃
i∈Ir Ni)

ÍÊÖ P ′
β′ � N

ÅÌÆÑÆ β′ ÃÄ ÂÌÆ ÒÍâÃÒÔÒ Ëß β ÍÊÖ βi ßËÑ ÍÇÇ i ∈ Ir
æ

C ′
α ⊆ Cα

Áß
φ ∈ C ′

α

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß q ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
R′ `q

N

φ

ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ β < α
ÄÔÕÌ

ÂÌÍÂ
P ′
β � N

æ =ËÇÇËÅÃÊÎ SÆÒÒÍ ûæÛãÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
(R,<) `p φ

æ
JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)

ØÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÇÆÒÒÍ ÂÌÍÂ
r ∈ tyft(R)ÙGÆÍÕÌ ÄÔÕÌ ÑÔÇÆ r ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÄ ÂË Í ÑÔÇÆ rS ∈ R′ ÅÌÃÕÌ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÌÍÐÆ

D
rS E {pi

l′
i→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→p )
l
→ p′

.

îî



ÓÃÊÕÆ φi = pi
l′
i→ p′i ∈ C ′

α

ßËÑ ÍÇÇ i ∈ Ir
Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÐÑËËßÄ qi ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

R′ `qi
Ni

φißËÑ ÄËÒÆ Ni
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
βi

� Ni

Ý ßËÑ ÄËÒÆ βi < α
æ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÆÊ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÙ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÐÑËËßÄ pi ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

(R,<) `pi
φi

æ
=ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ s ∈ higher(r)

Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑÆÒÃÄÆ φS(s) = p′′S(s)

l′′
S(s)
9

ÄÔÕÌ
ÂÌÍÂ

P ′
β � φS(s)

ËÑ p′′S(s)

l′′
S(s)
→ q′′ /∈ Pβ

ßËÑ ÍÇÇ q′′ ØßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ËÊ
αÙæ óÌÔÄÝ ÆÍÕÌ r ∈ rules(p)

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ßËÑ Pβ ÍÊÖ ÂÌÃÄ ÅÍáÝ ÅÆ ÌÍÏÆ Í ÐÑËËß p ßËÑ
(R,<) `p φ

æ ñÆÊÕÆÝ φ ∈ Cα
æ

Pα = P ′
α

ÓÃÒÃÇÍÑ ÂË ÍàËÏÆæ

�

óÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ßÑËÒ ì÷øù÷ ÂË ü÷øù÷ ÖËÆÄ ÊËÂ ÎÆÊÆÑÍÇÃôÆ ÂÑÃÏÃÍÇÇá ÂË ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎ ÅÃÂÌ
ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÇÇÔÄÂÑÍÂÆÄ ÂÌÃÄ ßÍÕÂæ
>?���@ÿ U�·· JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ØàÔÂ ÊËÂ ÃÊ ÂÌÆ ÍÕáÕÇÃÕì÷øù÷Ù ßËÑÒÍÂæFËÂÆ ÂÌÍÂ ÍÇÇ ÂÌÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÄ ÔÄÆÖ ÃÊ ÂÌÃÄ ×óÓÓ ÍÑÆ ÃÊ ÂÌÆ ÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ

↓
b

b
→ y

b
b
→ y

b
b
→ y

a
a
→ b a

a
→ a

�
x

a
→ y

f(x)
a
→ y

b
b
→ b

óÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÃÄ ×óÓÓ ÃÄ
({a

a
→ a}, {a

a
→ a, b

b
→ b, a

a
→ b, f(a)

a
→ b})

æ
iÄÃÊÎ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÄÕÌÆÒÆ Ëß hÆíÊÃÂÃËÊ ûæÜÝ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ×óÓÓ ÃÄ ÂÑÍÊÄÇÍÂÆÖ ÃÊÂË ÂÌÆ ßËÇÈÇËÅÃÊÎ óÓÓæ

b
b
→ y

b
b
→ y

b
b9

b
b
→ b

b
b
→ y

a
a
→ b a

a
→ a

x
a
→ y x

a9

f(x)
a
→ yóÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ÍàËÏÆ óÓÓ ÃÄ

({a
a
→ a}, {a

a
→ a, b

b
→ b, a

b
→ b})ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÖÃ\ÆÑÆÊÂ ßÑËÒ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÃÊÎ ×óÓÓæ

îû



óÌÆ ÐÑËàÇÆÒ ÖÃÄÐÇÍáÆÖ ÃÊ _âÍÒÐÇÆ ûæÛÛ ÕÍÊ àÆ ÑÆÒÆÖÃÆÖ àá ËÊÇá ÕËÊÄÃÖÆÑÃÊÎ ÕËÒÐÇÆÂÆ
×óÓÓöÄÝ ÅÌÃÕÌ ÍÑÆ ÂÌÆ ËÊÇá ÃÊÂÆÑÆÄÂÃÊÎ ×óÓÓöÄ ÍÄ ßÍÑ ÍÄ Í ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÕËÊÈÕÆÑÊÆÖæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆËÑÆÒ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ ÃÊÕÇÔÖÃÊÎ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ÖËÆÄ ÊËÂ ÆÊÖÍÊÎÆÑ ÂÌÆ
ÕËÑÑÆÕÂÊÆÄÄ Ëß ËÔÑ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ËÊÕÆ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ ×óÓÓ ÃÄ ÕËÒÐÇÆÂÆæ
�Wÿ¼»ÿ� U�·ý �I¼��@ÿºÿ ����� º¼ ������ I¼»»ÿ¿º¹ÿ��� 1�$ � ����!��� a377
(R,<) �� �(� ì÷øù÷ " �$���* �(� !��
� �($��%#�!��. 
�� !� ��.�!
 �" (R,<)

��. ntyft(R,<)������.�	

g$��" 	 óÍÉÆ (R,<)
ÍÊÖ R′ ÂË àÆ ÂÌÆ ÕÇËÄÆÖ ÃÊÄÂÍÊÂÃÍÂÃËÊÄ Ëß Í ÕËÒÐÇÆÂÆ ×óÓÓ ÃÊ ÂÌÆ

ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ÃÂÄ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÂË ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ çÇÄË ÇÆÂ Cα ÍÊÖ Pα àÆ ÕÆÑÂÍÃÊ ÍÊÖÐËÄÄÃàÇÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÄ ÑÆÄÔÇÂÃÊÎ ßÑËÒ ÍÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÂÆÕÌÊÃúÔÆ Ëß hÆíÊÃÂÃËÊòæèä ÂË (R,<)
Ý ÍÊÖ ÇÆÂ C ′

α

ÍÊÖ P ′
α

àÆ ÂÌÆ ÑÆÄÔÇÂ Ëß ÍÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÂÆÕÌÊÃúÔÆ Ëß
ÚäÞ ÂË R′

æ =ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ÇÆÂ (Cλ, Pλ)
ÍÊÖ (C ′

λ, P
′
λ)

àÆ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇÄ
Ëß (R,<)

ÍÊÖ R′ Ý ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ Ø×ÑÖÃÊÍÇ λ ÃÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ËÑÖÃÊÍÇ ßËÑ ÅÌÃÕÌ ÂÌÆ ÕËÊÄÂÑÔÕÂÃËÊ
Ëß àËÂÌ (Cα, Pα)

ÍÊÖ (C ′
α, P

′
α)

ÑÆÍÕÌÆÄ Í íâÆÖ ÐËÃÊÂæÙ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄ Ëß
(R,<)

ÂÌÍÂ
Cλ = Pλ

æ éá ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ËÑÖÃÊÍÇ αÝ ÅÆ ÄÃÒÔÇÂÍÊÆËÔÄÇá ÐÑËÏÆ ÂÌÆßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂÄæ
ØÛÙ Cα ⊆ C ′

λ

Ý
ØèÙ C ′

α ⊆ Cλ
Ý

ØòÙ Pλ ⊆ P ′
α

Ý ÍÊÖØîÙ P ′
λ ⊆ Pα

æ
×ÊÕÆ ÅÆ ÐÑËÏÆ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂÄÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÃÂÆÒÄ Û ÍÊÖ è ÂÌÍÂ

Cλ = C ′
λ

ÍÊÖ ßÑËÒÃÂÆÒÄ ò ÍÊÖ î ÂÌÍÂ
Pλ = P ′

λ

æ
FËÂÆ ÂÌÍÂ SÆÒÒÍ ûæÛã ÌËÇÖÄ ÃÊ ËÔÑ ÄÆÂÂÃÊÎ ÅÃÂÌ ÕáÕÇÃÕ ÑÔÇÆÄ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÐÑËËßæ
ÁÊÄÃÖÆ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÝ ÅÆ ÔÄÆ ÍÊ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÄ ÃÊ ÆÍÕÌ Ëß ÂÌÆ
ÒÆÊÂÃËÊÆÖ ÍàËÏÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÄæ

Cα ⊆ C ′
λ

óÍÉÆ φ ∈ Cα
æ SÆÂ p àÆ ÍÊ rÈÐÑËËß ßËÑ φ ÃÊ (R,<)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
p

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ ßËÑÄËÒÆ β < α
ØÅÃÂÌËÔÂ ÇËÄÄ Ëß ÎÆÊÆÑÍÇÃÂáÝ ÅÆ ÕÍÊ ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ

p
ÃÄ ÒÃÊÃÒÍÇ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ

r ∈ tyft(R)ÙæFËÂÆ ÂÌÍÂ
r ÕÍÊÊËÂ àÆ ÕáÕÇÃÕÝ ÃæÆæÝ ÃÂ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÂÌÆ ÕÍÄÆ ÂÌÍÂ

r > r
G àÆÕÍÔÄÆ ËÂÌÆÑÅÃÄÆÝ

ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑÆÒÃÄÆ Ëß r Ëß ÂÌÆ ßËÑÒ pi
li→ p′i

ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÃÊ Cα
ØÄÃÊÕÆ φ ÃÄ ÐÑËÏÍàÇÆÙàÔÂ ÊËÂ ÃÊ Pβ ØÄÃÊÕÆ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂÙG àÔÂ ÅÆ ÉÊËÅ ÂÌÍÂ

Cα ⊆ Pα ⊆ Pβ
æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙñÆÊÕÆÝ r ÃÄ ÊËÂ ÕáÕÇÃÕæÁß ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË r′ > r

ÂÌÆÊ r ∈ R′
æ çÇÇ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ φi Ëß r ÌÍÏÆ Í ÄÒÍÇÇÆÑ ÐÑËËß ÖÆÐÂÌÍÊÖ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÙ ÂÌÍÂ

φ ∈ C ′
λ

Ý
ÂÌÍÂ ÃÄÝ

R′ `qi
Ni

φi

ßËÑ ÄËÒÆ Ni
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
λ � Ni

æ óÌÔÄ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ

îä



ÑÔÇÆ r ∈ R′ Ý ÅÆ ËàÂÍÃÊ R′ `q
N

φ

ÅÌÆÑÆ N .
=

⋃
i∈Ir Ni

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ P ′
λ � N

æ
×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ r ÄÌËÔÇÖ àÆ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ P ′

λ

ØÄÃÊÕÆ r ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ ÍÊÖ P ′
λ ⊆ Pβ

àáÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ Ëß ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ËÊ αÙ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ s ∈ higher(r)
Ý

ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ ÍÂ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ ÐÑÆÒÃÄÆ φS(s) = pS(s)

l′
S(s)
→ p′′S(s)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ q′′ Ý pS(s)

l′
S(s)
→ q′′

/∈ P ′
λ

æ ×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÑÔÇÆ s′ > r
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÃÂ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄ {pi l′

i→ q′′i |
i ∈ Is} ⊆ P ′

λ ⊆ Pβ
Ý ÍÊÖ ÂÌÔÄ r ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ ñÆÊÕÆÝ ÅÆ

ÕËÊÕÇÔÖÆ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÄÆÇÆÕÂÃËÊ ßÔÊÕÂÃËÊ S
ßËÑ r ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
λ � {pS(s)

l′
S(s)
9 |

s ∈ higher(r) }
æ

óÍÉÆ ÂÌÆ ÑÔÇÆ rS Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÌÍÐÆC

D
rS E {pi

li→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→p )
l
→ p′

=ËÑ ÍÇÇ ÃÂÄ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ φi Ý i ∈ Ir
Ý ÅÆ ÌÍÏÆ φi ∈ C ′

λ

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ R′ `qi
Ni

φi

ßËÑ ÄËÒÆ
Ni

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
P ′
λ � Ni

æ çÇÄËÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÑÆÍÄËÊÃÊÎ ÂÌÍÂ ßËÑ ÂÌÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ
ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ

P ′
λ � p′′S(s)

l′′
S(s)
9

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÝ ÅÆ
ÌÍÏÆ Í ÐÑËËß q ßËÑ R′ `q

N

φ

ÅÌÆÑÆ N .
= {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)} ∪ (

⋃
i∈Ir Ni)

ÍÊÖ
P ′
λ � N

æ ñÆÊÕÆÝ φ ∈ C ′
λ

æ
C ′
α ⊆ Cλ

Áß
φ ∈ C ′

α

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß q ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
R′ `q

N

φ

ÍÊÖ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ β < α
ÄÔÕÌ

ÂÌÍÂ
P ′
β � N

æ =ËÇÇËÅÃÊÎ SÆÒÒÍ ûæÛãÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
(R,<) `p φ

æ
JËÊÄÃÖÆÑ ÂÌÆ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)

ØÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÇÆÒÒÍ ÂÌÍÂ
r ∈ tyft(R)ÙGÆÍÕÌ ÄÔÕÌ ÑÔÇÆ r ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÄ ÂË Í ÑÔÇÆ rS ∈ R′ ÅÌÃÕÌ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÌÍÐÆ

D
rS E {pi

l′
i→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→p )
l
→ p′

.

FËÂÆ ÂÌÍÂ
r ÕÍÊÊËÂ àÆ ÕáÕÇÃÕæ ×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ r ∈ higher(r)

ÍÊÖ ÂÌÔÄ rS ÅËÔÇÖ ÕËÊÂÍÃÊ
Í ÐÑÆÒÃÄÆ pi l′

i→ p′i
Ý ßËÑ ÄËÒÆ i ∈ Ir

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
i = S(r)

æ óÌÔÄÝ p′i l′
i9

ÅËÔÇÖ ÍÇÄË àÆ Í
ÐÑÆÒÃÄÆ Ëß rS æ RÆ ÌÍÏÆ ÂÌÍÂ

pi
l′
i→ p′i ∈ C ′

α

Ý ÍÊÖ ÂÌÔÄÝ pi l′
i→ p′i ∈ P ′

α

æ ×Ê ÂÌÆ ËÂÌÆÑ ÌÍÊÖÝ
ÅÆ ÌÍÏÆ ÂÌÍÂ

P ′
β � pi

l′
i9
æ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÇÍÂÂÆÑ ÄÂÍÂÆÒÆÊÂ ÍÊÖ P ′

α ⊆ P ′
β

ÂÌÍÂ ßËÑ ÊË
p′i

ØÃÊÕÇÔÖÃÊÎ ÂÌÆ ËÊÆ ÒÆÊÂÃËÊÆÖ ÍàËÏÆÙ pi l′
i→ p′i ∈ P ′

α

Ý ÅÌÃÕÌ ÕËÊÂÑÍÖÃÕÂÄ pi l′
i→ p′i ∈ P ′

α

æ
óÌÔÄÝ ÅÆ ÕËÊÕÇÔÖÆ ÂÌÍÂ

r ÕÍÊÊËÂ àÆ ÕáÕÇÃÕæ
ÓÃÊÕÆ φi = pi

l′
i→ p′i ∈ C ′

α

ßËÑ ÍÇÇ i ∈ Ir
Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÐÑËËßÄ qi ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

R′ `qi
Ni

φi

îÜ



ßËÑ ÄËÒÆ Ni
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
βi

� Ni

Ý ßËÑ ÄËÒÆ βi < α
æ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÆÊ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÙ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÐÑËËßÄ pri ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

(R,<) `pri
φi

Ý ÅÌÆÑÆ ÍÇÇ pri ÍÑÆ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pλ æ =ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ s ∈ higher(r)
Ý ÂÌÆÑÆ

ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑÆÒÃÄÆ φS(s) = p′′S(s)

l′′
S(s)
9

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
P ′
β � φS(s)

ËÑ p′′S(s)

l′′
S(s)
→ q′′ /∈ Pλ

ßËÑ ÍÇÇ q′′ØßËÇÇËÅÃÊÎ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ËÊ αÙæ óÌÔÄÝ ÆÍÕÌ r ∈ rules(p)
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ßËÑ PλÍÊÖ ÂÌÃÄ ÅÍáÝ ÅÆ ËàÂÍÃÊ Í ÐÑËËß p ßËÑ (R,<) `p φ

ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pλ æ ñÆÊÕÆÝ
φ ∈ Cλ

æ
Pλ ⊆ P ′

α

çÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ
φ ∈ Pλ

æ SÆÂ p àÆ ÍÊ rÈÐÑËËß ßËÑ φ ÃÊ (R,<)
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

p
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæCλØÅÃÂÌËÔÂ ÇËÄÄ Ëß ÎÆÊÆÑÍÇÃÂáÝ ÅÆ ÕÍÊ ÍÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ

p
ÃÄ ÒÃÊÃÒÍÇ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ r ∈ tyft(R)ÙæFËÂÆ ÂÌÍÂ

r ÕÍÊÊËÂ àÆ ÕáÕÇÃÕG àÆÕÍÔÄÆ ËÂÌÆÑÅÃÄÆÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑÆÒÃÄÆ Ëß r Ëß ÂÌÆ
ßËÑÒ pi

li→ p′i
ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÃÊ Cλ ØÄÃÊÕÆ φ ÃÄ ÐÑËÏÍàÇÆÙ àÔÂ ÊËÂ ÃÊ Pλ ØÄÃÊÕÆ p ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂÙG àÔÂÅÆ ÉÊËÅ ßÑËÒ ÂÌÆ ÕËÒÐÇÆÂÆÊÆÄÄ Ëß (R,<)

ÂÌÍÂ
Cλ = Pλ

æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ ñÆÊÕÆÝ r ÃÄ
ÊËÂ ÕáÕÇÃÕæÁß ÂÌÆÑÆ ÃÄ ÊË r′ > r

ÂÌÆÊ r ∈ R′
æ çÇÇ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ φi Ëß r ÌÍÏÆ Í ÄÒÍÇÇÆÑ ÐÑËËßÖÆÐÂÌ ÍÊÖ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÙ ÂÌÍÂ

φ ∈ C ′
α

Ý ÂÌÍÂ ÃÄÝ
R′ `qi

Ni

φi

ßËÑ ÄËÒÆ Ni
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

P ′
βi

� Ni

Ý ßËÑ ÄËÒÆ βi < α
æ óÌÔÄ

ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆ r ∈ R′ Ý ÅÆ ËàÂÍÃÊ R′ `q
N

φ

ÅÌÆÑÆ N .
=

⋃
i∈Ir Ni

ÍÊÖ
ÌÆÊÕÆÝ P ′

β � N
Ý ÅÌÆÑÆ β < α

ÃÄ ÂÌÆ ÒÍâÃÒÔÒ Ëß ÍÇÇ ÄÔÕÌ βi æ×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ r ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cλ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ s ∈ higher(r)
Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ

ÍÂ ÇÆÍÄÂ ËÊÆ ÐÑÆÒÃÄÆ φS(s) = pS(s)

l′
S(s)
→ p′′S(s)

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ßËÑ ÍÇÇ q′′ Ý pS(s)

l′
S(s)
→ q′′ /∈ Cλ

æ
×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ ÕËÇÇÆÕÂ ÍÇÇ ÐÑÆÒÃÄÆÄ Ëß s ÂÌÍÂ ÕÍÊ íÊÖ Í ÂÍÑÎÆÂ q′′i ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

pi
l′
i→ q′′i ∈ Cλ

ØËÊÆÐÑÆÒÃÄÆ ßËÑ ÆÍÕÌ i ∈ IsÙæ óÌÔÄÝ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÑÔÇÆ s′ > r
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÃÂ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÆÂ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄ

{pi
l′
i→ q′′i | i ∈ Is} ⊆ Cλ

ÍÊÖ ÂÌÔÄ r ÃÄ ÊËÂ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Pβ æ ØJËÊÂÑÍÖÃÕÂÃËÊÙ ñÆÊÕÆÝ
ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÄÆÇÆÕÂÃËÊ ßÔÊÕÂÃËÊ S ßËÑ r ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

Cλ � {pS(s)

l′
S(s)
9 | s ∈ higher(r)}

G ÃÂ
ÂÌÆÊ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ËÊ α ÂÌÍÂ

C ′
β � {pS(s)

l′
S(s)
9 | s ∈ higher(r)}

Ý
ßËÑ ÆÍÕÌ β < α

æ
óÍÉÆ ÂÌÆ ÑÔÇÆ rS Ëß ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÄÌÍÐÆC

D
rS E {pi

li→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→p )
l
→ p′

=ËÑ ÍÇÇ ÃÂÄ ÐËÄÃÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ φi Ý i ∈ Ir
Ý ÅÆ ÌÍÏÆ φi ∈ P ′

α

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆ R′ `qi
Ni

φi

ßËÑ
ÄËÒÆ Ni

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
C ′
β � Ni

Ý ßËÑ ÆÍÕÌ β < α
æ çÇÄËÝ ÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÑÆÍÄËÊÃÊÎ

ÂÌÍÂ ßËÑ ÂÌÆ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÃÂ ÌËÇÖÄ ÂÌÍÂ
P ′
β � p′′S(s)

l′′
S(s)
9

ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ÍàËÏÆ

îï



ÖÆÖÔÕÂÃËÊ ÑÔÇÆÝ ÅÆ ÌÍÏÆ Í ÐÑËËß q ßËÑ R′ `q
N

φ

ÅÌÆÑÆ N .
= {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

∪ (
⋃
i∈Ir Ni)

ÍÊÖ C ′
β � N

Ý ßËÑ ÆÍÕÌ β < α
æ óÌÔÄÝ φ ∈ P ′

α

æ
P ′
λ ⊆ Pα

çÄÄÔÒÆ ÂÌÍÂ
φ ∈ P ′

λ

æ Áß
φ ∈ P ′

λ

ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß q ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
R′ `q

N

φ

ÍÊÖ
C ′
λ � N

æ =ËÇÇËÅÃÊÎ SÆÒÒÍ ûæÛãÝ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑËËß p ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
(R,<) `p φ

æ JËÊÄÃÖÆÑÂÌÆ ÑÔÇÆÄ r ∈ rules(p)
ØÃÂ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÇÆÒÒÍ ÂÌÍÂ

r ∈ tyft(R)ÙG ÆÍÕÌ ÄÔÕÌ
ÑÔÇÆ r ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÄ ÂË Í ÑÔÇÆ rS ∈ R′ ÅÌÃÕÌ ÌÍÄ ÂÌÆ ÄÌÍÐÆ

D
rS E {pi

l′
i→ p′i|i ∈ Ir} ∪ {p′′S(s)

l′′
S(s)
9 |s ∈ higher(r)}

f(−→p )
l
→ p′

.

ÓÃÊÕÆ φi = pi
l′
i→ p′i ∈ P ′

λ

ßËÑ ÍÇÇ i ∈ Ir
Ý ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÐÑËËßÄ qi ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

R′ `qi
Ni

φißËÑ ÄËÒÆ Ni
ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

C ′
λ � Ni

æ ÁÂ ßËÇÇËÅÄ ÂÌÆÊ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ØËÊ ÂÌÆ
ÖÆÐÂÌ Ëß ÂÌÆ ÐÑËËßÙ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÐÑËËßÄ pri ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

(R,<) `pri φi
Ý ÅÌÆÑÆ ÆÍÕÌ

pri
ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ Cβ ßËÑ ÍÇÇ β < α

æ =ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ßËÑ ÍÇÇ ÑÔÇÆÄ s ∈ higher(r)
Ý ÂÌÆÑÆ

ÆâÃÄÂÄ Í ÐÑÆÒÃÄÆ φS(s) = p′′S(s)

l′′
S(s)
9

ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ
C ′
λ � φS(s)

ËÑ p′′S(s)

l′′
S(s)
→ q′′ /∈ C ′

λ

ßËÑ ÍÇÇ q′′ æÁÂ ÂÌÆÊ ßËÇÇËÅÄ ßÑËÒ ÂÌÆ ÃÊÖÔÕÂÃËÊ ÌáÐËÂÌÆÄÃÄ ËÊ α
ØÕËÊÂÑÍÐËÄÃÂÃËÊ Ëß ÃÂÆÒ ÛÙ ÂÌÍÂ

p′′S(s)

l′′
S(s)
→ q′′ /∈ Cβ

ßËÑ ÍÇÇ q′′ ÍÊÖ ßËÑ ÍÇÇ β < α
æ óÌÔÄÝ ÆÍÕÌ r ∈ rules(p)

ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ
Cβ

Ý ßËÑ ÍÇÇ β < α
Ý ÍÊÖ ÂÌÃÄ ÅÍáÝ ÅÆ ÎÆÂ Í ÐÑËËß p ßËÑ (R,<) `p φ

ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÕËÑÑÆÕÂ ÅæÑæÂæ
Cβ

ßËÑ ÍÇÇ β < α
æ ñÆÊÕÆÝ φ ∈ Pα

æ

�

] vÿ@�ºÀcÿ >?�»ÿ��Àcÿ¹ÿ�� ¼^ v¾@ÿ ~¼»��º�

ÁÊ ÚÛÛÝûÝÛãÞÝ ÂÌÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆÊÆÄÄ Ëß ÂÌÆ êëìë ÍÊÖ ÂÌÆ ü÷øù÷ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ÍÑÆ ÄÂÔÖÃÆÖæ óÌÆ
ÕËÒÒËÊ ÍÐÐÑËÍÕÌ ÃÄ ÂË ÕÌÍÑÍÕÂÆÑÃôÆ ÂÌÆ íÊÆÄÂ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÚûÞ ßËÑ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆ ÐÑËÈÕÆÄÄÆÄ ÃÊÖÔÕÆÖ àá ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÖÆíÊÍàÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂæ FÆâÂÝ ÅÆ ßËÑÒÍÇÃôÆ ÂÌÆ
ÕËÊÕÆÐÂÄ Ëß ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÍÊÖ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆÊÆÄÄæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ ]�· ��»�¿ÿ I¼¹�»¾ÿ¹¿ÿ� 6�#�� � 
�4����$�* � ÕËÊÂÆâÂ C[ ] �
 � ��$� '��(
��� �$ ��$� �����$���� �" � (�!� [ ]

	
C[p] �
 �(�� � �!�
�. ��$� $�
�!���4 "$�� $��!����4 �!!

(�!�
 �� C[ ]
 ) p	

3'� �!�
�. ��$�
 p ��. q �$� ØÕËÒÐÇÆÂÆÖÙ ÂÑÍÕÆ ÆúÔÃÏÍÇÆÊÂ* .�����.  ) p ≈ q* '(�� �(�

��
 �" ����!���. �$���
 �$�4������4 "$�� p

��. q ������.�	 3'� �!�
�. ��$�
 p ��. q �$�

îå



ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÂ* .�����.  ) p ≈c q* '(�� C[p] ≈ C[q]
" �$ �!! �����-�
 C 	

�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ ]�ý �¸���ÿZ~À¹Àºÿ �»�¹�ÀºÀ¼¹ ���ºÿ��� � �$��
����� 
)
��� �
 ��!!�. ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆ* '(�� "�$ �!! �!�
�. ��$�
 p* �(� 
�� Il = {q | p
l
→ q} �
 ,���� " �$ ���( !� �! l 	

×ÊÆ Ëß ÂÌÆ ÕËÊÄÆúÔÆÊÕÆÄ Ëß ÂÌÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß ÂÌÆ êëìë ßËÑÒÍÂ ÚûÞ ÃÄ ÂÌÍÂ óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ êëìëßËÑÒÍÂ ÍÑÆ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆæ óÌÆ íÊÆÄÂ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÃÊÖÔÕÆÖ àá êëìëÈÖÆíÊÍàÇÆ ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÃÄ
ÑÆÍÖá ÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÆúÔÃÏÍÇÆÊÕÆ ÍÄ ÖÆíÊÆÖ àÆÇËÅæ óÌÆ ÄÍÒÆ ÑÆÄÔÇÂ ÌËÇÖÄ ßËÑ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂ
àÆÕÍÔÄÆ ÚèèÞ ÐÑËÏÃÖÆÄ ÄÂÑÍÃÎÌÂßËÑÅÍÑÖ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÄ àÆÂÅÆÆÊ êëìë ÍÊÖ ìëìë ÄÐÆÕÃíÕÍÂÃËÊÄæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ ]�A �vÿ�½� �À�¾@�ºÀ¼¹ >n¾Àc�@ÿ¹¿ÿ� � 
)����$�� $�!����� R ⊆ C × C �

��!!�. � ÑÆÍÖá ÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ* '(�� "�$ �!!

(p, q) ∈ R
��. l ∈ C w

&
+ " �$ �!!
p′ ∈ C * �" p l

→ p′ �(�� �(�$� �-�
�
 �
q′ 
��( �(�� q l

→ q′
��. (p′, q′) ∈ Rx

&�+ �" p l9 �(�� q l9
	

3'� ��$�
 p ��. q �$� ÑÆÍÖá ÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÆúÔÃÏÍÇÆÊÂ �" �(�$� �
 
��� $��.) 
���!����� $�!�����
R 
��( �(�� (p, q) ∈ R

	
FÆâÂÝ ÅÆ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ßËÑ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆ ÐÑËÕÆÄÄÆÄÝ ÂÌÆ íÊÆÄÂ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÃÊÖÔÕÆÖ àá ÂÌÆ
ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÖÆíÊÍàÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÄÂÑËÊÎ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáæ éÔÂ àÆßËÑÆ ÐÑËÏÃÊÎ ÂÌÃÄ
ÑÆÄÔÇÂÝ ÅÆ ßËÑÒÍÇÃôÆ Í ßÆÅ ÊËÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÍÑÆ ÔÄÆÖ ÊÆâÂæ
�ÿ�¹ÀºÀ¼¹ ]�H �

nZ¹ÿ�ºÿ½ �À�À�À@�»Àº�� � 
)����$�� $�!����� Rn ⊆ C × C �
 �� nÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊ '(�� "�$ n = 0 �� �
 �(� "�!! $�!�����* �	�	* C × C * ��. "�$
n > 0* " �$ �!!

(p, q) ∈ Rn

��. l ∈ C * " �$ �!!
p′ ∈ C * �" p l

→ p′ �(�� �(�$� �-�
�
 �
q′ 
��( �(��

q
l
→ q′

��. (p′, q′) ∈ Rn−1
	 3'� �!�
�. ��$�
 �$� nÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÃÇÍÑ '(�� �(�$� �-�
�
 ��

n%��
��.  �
���!����� $�!����� $�!����4 �(��	
ÁÂ ÃÄ ÅÆÇÇÈÉÊËÅÊ ÂÌÍÂ ßËÑ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆ ÐÑËÕÆÄÄÆÄ p ÍÊÖ q Ý ÃæÆæÝ ÐÑËÕÆÄÄÆÄ ßÑËÒ ÅÌÃÕÌ ÍÊ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÄáÄÂÆÒ ËÑÃÎÃÊÍÂÆÄÝ p ÍÊÖ q

ÍÑÆ ÄÂÑËÊÎÇá àÃÄÃÒÃÇÍÑ Ãß ÍÊÖ ËÊÇá Ãß ÂÌÆá ÍÑÆ
nÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ßËÑ ÆÍÕÌ n ∈ /0 ÚïÞæ
FÆâÂÝ ÅÆ ÖÆíÊÆ Í àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊÈÕÌÆÕÉÆÑ ËÐÆÑÍÂËÑ B(M, M)

ØßËÑ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ÄÆÂ Ëß ËÐÆÑÍÂËÑÄÍÊÖ ÍÊ ÍÑàÃÂÑÍÑá ÃÒÍÎÆ íÊÃÂÆ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÑÆÇÍÂÃËÊÙ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂæ óÌÃÄ ÐÑÆÕÃÄÆÇá
ÕÌÍÑÍÕÂÆÑÃôÆÄ ÂÌÆ íÊÆÄÂ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÖÆíÊÍàÇÆ àá ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÄÃÊÕÆíÑÄÂÇáÝ ÃÂ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ Ãß ÂÅË ÐÑËÕÆÄÄÆÄ ÍÑÆ ÊËÊÈàÃÄÃÒÃÇÍÑ ÂÌÆÊ ÂÌÆÑÆ ÃÄ Í ÕËÊÂÆâÂ ØÊÍÒÆÇá ËÔÑàÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊÈÕÌÆÕÉÆÑ ËÐÆÑÍÂËÑÙ ÂÌÍÂ ÕÍÊ ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌ ÂÌÆÒ ÔÐ ÂË ÂÑÍÕÆ ÆúÔÃÏÍÇÆÊÕÆ ØÂÌÔÄÝÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÃÒÐÇÃÆÄ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂáÙ ÍÊÖ ÄÆÕËÊÖÇáÝ àá óÌÆËÑÆÒ îæÛãÝ Ãß ÂÌÆá ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑÝÂÌÆÊ ÂÌÆá ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÔÊÖÆÑ ÍÇÇ ÕËÊÂÆâÂÄ ÍÊÖ ÌÆÊÕÆÝ ÂÌÆá ÍÑÆ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÂæ
>?���@ÿ ]�U �[ �À�À�¾@�ºÀ¼¹ IWÿ¿Yÿ» À¹ ������ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓ ÖÆíÊÆÄ Í ÕÇÍÄÄ
Ëß àÃÊÍÑá ËÐÆÑÍÂËÑÄ Bn(M, M)

ÍÊÖ Qn
a(M, M)

ØßËÑ ÍÇÇ n ∈ /0 ÍÊÖ a ∈ Act Ù ÅÌÆÑÆ Bn
ÕÌÆÕÉÄ

ûã



ÅÌÆÂÌÆÑ ÃÂÄ ÂÅË ÍÑÎÔÒÆÊÂÄ ÍÑÆ nÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÍÊÖ Qn
a

ÃÄ ÍÊ ÍÔâÃÇÃÍÑá ËÐÆÑÍÂËÑ ØßËÑÖÆíÊÃÊÎ Bn
Ù ÅÌÃÕÌ ÕÌÆÕÉÄ ÅÌÆÂÌÆÑ ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÍÑÎÔÒÆÊÂ ÕÍÊ ÒÍÉÆ ÍÊ aÈÄÂÆÐ ÂË ÄËÒÆÂÌÃÊÎ

(n− 1)ÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÃÇÍÑ ÂË ÂÌÆ íÑÄÂ ÍÑÎÔÒÆÊÂæ

↓
Bn(x, y)

no
→ z

Bn(x, y)
no
→ z

Bn(y, x)
no
→ z

Bn(y, x)
no
→ z

Qn
a(x

′, y)
yes
→ z

Qn
a(x

′, y)
yes
→ z

y
a
→ y′ Bn−1(x, y′)

yes
→ z

Qn
a(x, y)

yes
→ 0 B0(x, y)

yes
→ 0

Bn(x, y)
yes
→ 0

x
a
→ x′

Bn(x, y)
no
→ 0

óÌÆ ÍàËÏÆ ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ ËàÂÍÃÊÆÖ àá ÍÐÐÇáÃÊÎ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ßÑËÒ ÐÔÑÆ ü÷øù÷ ÂË ì÷øù÷ ßÑËÒhÆíÊÃÂÃËÊ ûæÛ ÂË ÂÌÆ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊÈÕÌÆÕÉÆÑ ßÑËÒ ÚÛãÞ ØÅÌÃÕÌ ÃÄ ÃÊ ÂÌÆ ÐÔÑÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂÙæ
óÌÆ ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ ÄÆÇßÈÆâÐÇÍÊÍÂËÑáæ óÌÆ ÍÔâÃÇÃÍÑá ËÐÆÑÍÂËÑ Qn

a

ÍÄÄÔÒÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ íÑÄÂ ÍÑÎÔÒÆÊÂÌÍÄ ÍÇÑÆÍÖá ÒÍÖÆ ÍÊ aÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÍÊÖ ÕÌÆÕÉÄ ÅÌÆÂÌÆÑ ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÍÑÎÔÒÆÊÂ ÕÍÊ ÒÍÉÆ ÍÊ aÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÂÍÑÎÆÂ ÃÄ
(n−1)ÈàÃÄÃÒÃÇÍÑ ÂË ÂÌÆ íÑÄÂ ÍÑÎÔÒÆÊÂæ Áß ÄÔÕÌ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÃÄ ÐËÄÄÃàÇÆÝ ÃÂ ÅÃÇÇ ÒÍÉÆ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÅÃÂÌ ÇÍàÆÇ yes

æ óÌÆ nÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊÈÕÌÆÕÉÆÑ
ËÐÆÑÍÂËÑ ÕÌÆÕÉÄ ÅÌÆÂÌÆÑ ËÊÆ ÍÑÎÔÒÆÊÂ ÕÍÊ ÒÍÉÆ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÂÌÍÂ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÒÃÒÃÕÉÆÖ àáÂÌÆ ËÂÌÆÑ ÍÑÎÔÒÆÊÂ ØÂË ÄËÒÆÂÌÃÊÎ (n− 1)ÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÃÇÍÑÙ ÍÊÖ Ãß ÃÂ íÊÖÄ ÄÔÕÌ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÂÌÆ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÕÌÆÕÉÆÑ ÒÍÉÆÄ Í

no
ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊæ ×ÂÌÆÑÅÃÄÆÝ Ãß ÒÍÉÃÊÎ Í ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÅÃÂÌ

ÇÍàÆÇ no
ÃÄ ÊËÂ ÐËÄÄÃàÇÆÝ ÂÌÆÊ ÃÂ ÒÍÉÆÄ Í

yesÈÂÑÍÊÄÃÂÃËÊæ
iÄÃÊÎ ÂÌÆ ÖÆíÊÃÂÃËÊ Ëß nÈÊÆÄÂÆÖ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÕÌÆÕÉÆÑÝ ËÊÆ ÕÍÊ ÖÆíÊÆ ÂÌÆ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊÈÕÌÆÕÉÆÑ ËÐÆÑÍÂËÑB(M, M)

ÍÄ ßËÇÇËÅÄ ØËÂÌÆÑ ÑÔÇÆÄ ÐÑÆÄÆÊÂÆÖ àÆßËÑÆ ÅÃÂÌ ÂÌÆÃÑ ËÑÖÆÑÃÊÎ ÄÌËÔÇÖàÆ ÍÖÖÆÖ ÂË ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ×óÓÓG ÂÌÆ ÂÅË ÐÍÑÂÃÂÃËÊÄ Ëß ÑÔÇÆÄ ÑÆÒÍÃÊ ÔÊÑÆÇÍÂÆÖ ÍÄ ßÍÑ ÍÄ
ËÑÖÆÑÃÊÎ ÃÄ ÕËÊÕÆÑÊÆÖÙæ

↓
B1(x, y)

no
→ y′

B(x, y)
no
→ 0

B2(x, y)
no
→ y′

B(x, y)
no
→ 0

. . .

B(x, y)
yes
→ 0

ûÛ



=ËÇÇËÅÃÊÎ ÚïÞÝ ßËÑ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆ ÐÑËÕÆÄÄÆÄÝ ÂÅË ÐÑËÕÆÄÄÆÄ ÍÑÆ àÃÄÃÒÃÇÍÑÝ ÅÌÆÊ ÂÌÆá ÍÑÆ nÈÊÆÄÂÆÖàÃÄÃÒÃÇÍÑ ßËÑ ÍÇÇ n ∈ /0æ óÌÆ ÍàËÏÆ ÑÔÇÆÄ ÂÌÔÄ ÖÆíÊÆ Í àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÕÌÆÕÉÆÑ ßËÑ ÃÒÍÎÆÈíÊÃÂÆÐÑËÕÆÄÄÆÄæ
éá ÍÖÖÃÊÎ ÂÌÆ ÍàËÏÆ ÄÐÆÕÃíÕÍÂÃËÊ ÂË ÍÊá ×óÓÓÝ ËÊÆ ÕÍÊ ÕÌÆÕÉ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá Ëß ÂÅË ÐÑËÕÆÄÄÆÄ
p
ÍÊÖ p′ ËÊÇá àá ÕÌÆÕÉÃÊÎ ÂÌÆ yes/no

ÂÑÍÕÆ ØËß ÇÆÊÎÂÌ ËÊÆÙ ÎÆÊÆÑÍÂÆÖ àá ÂÌÆ ÐÑËÕÆÄÄ B(p, p′)
æ

ñÆÊÕÆÝ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÕÍÊ àÆ ÂÑÍÕÆÖ ÔÄÃÊÎ ÂÌÆ ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÖÆíÊÍàÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂÝ ÅÌÃÇÆÃÂ ÕÍÊÊËÂ àÆ ÂÑÍÕÆÖ àá ÂÌÆ ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÖÆíÊÍàÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂ Ëß ÚèèÞæ

óÌÆ ÍàËÏÆ ÆâÍÒÐÇÆ ÃÄ ÃÊÖÃÕÍÂÃÏÆ Ëß ÂÌÆ ÆâÂÑÍ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑ ÎÍÃÊÆÖ àá ÂÌÆ ÆâÂÆÊÄÃËÊßÑËÒ ìëìë ÂË ì÷øù÷ ÅÌÃÕÌ ÃÄ ÖÆÒËÊÄÂÑÍÂÆÖ àá ÂÌÆ ÆâÂÑÍ ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌÃÊÎ ÐËÅÆÑ Ëß ÖÆíÊÍàÇÆ
ËÐÆÑÍÂËÑÄæ ÁÊ ËÂÌÆÑ ÅËÑÖÄÝ ÂÌÆ ËÐÆÑÍÂËÑÄ ÖÆíÊÍàÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÕÍÊ ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌÐÑËÕÆÄÄÆÄ ÔÐ ÂË ÄÂÑËÊÎ àÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÅÌÃÇÆ ÂÌËÄÆ ÖÆíÊÍàÇÆ ÃÊ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂ ÖË ÊËÂ ÎËßÔÑÂÌÆÑ ÂÌÍÊ ÑÆÍÖá ÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ÆúÔÃÏÍÇÆÊÕÆæ

e vÿ@�ºÿ½ q¼»Y

ÁÊ ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊ ÅÆ ÖÃÄÕÔÄÄ ÂÌÆ ÑÆÇÍÂÆÖ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ßËÑ Ó×ÓÝ ÂÌÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑ
Ëß ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄÝ ÍÊÖ ÂÌÆ Ñ�ÇÆ Ëß ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ÃÊ ÄËÒÆ ËÂÌÆÑ íÆÇÖÄ Ëß ÕËÒÐÔÂÆÑ ÄÕÃÆÊÕÆæ
ÁÊ ÂÌÆ ÐÍÐÆÑ ÅÆ ÌÍÏÆ ÕËÒÒÆÊÂÆÖ ËÊ ÍÊÖ ÍÖÍÐÂÆÖ ÂË ËÔÑ ÄÆÂÂÃÊÎ ÄÆÏÆÑÍÇ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÐÑËÐËÄÆÖ àá ÏÍÊ rÇÍààÆÆÉ ÚåÞæ óÌÆÄÆ ÃÊÕÇÔÖÆ àËÂÌ ÂÌÆ ÒËÖÆÇÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ ÍÊÖ ÐÑËËßÈÂÌÆËÑÆÂÃÕ
ÊËÂÃËÊÄ ÃÊ ÂÌÆ ÄÆÂÂÃÊÎÄ Ëß ÂÅËÈÏÍÇÔÆÖ ÍÊÖ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄËÇÔÂÃËÊÄÝ ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ RÆ ÌÍÏÆÄÂÑÃÏÆÖ ÂË ÎÃÏÆ ÂÌÆ ÄÍÒÆ ÊÍÒÆÄ ÂË ËÔÑ ÊËÂÃËÊÄ ÍÄ ÂÌËÄÆ Ëß ÂÌÆ ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÃÊÎ ÊËÂÃËÊÄ ÃÊ ÚåÞÃÊ ËÑÖÆÑ ÂË ÆÍÄÆ ÕËÒÐÍÑÃÄËÊæ =ÃÎÔÑÆ î ÇÃÄÂÄ ÂÌÆ ÒÍÃÊ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÂÌÍÂ ÅÆ ÖÃÄÕÔÄÄÆÖ ÍÎÍÃÊÄÂÂÌÆ ËÑÃÎÃÊÍÇ ÄËÇÔÂÃËÊÄ ÎÃÏÆÊ àá ÏÍÊ rÇÍààÆÆÉæ çÖÖÃÂÃËÊÍÇÇáÝ ÅÆ ÕËÊÄÃÖÆÑÆÖ ÂÌÆ ÊËÂÃËÊ ËßÄÂÑÍÂÃíÕÍÂÃËÊ ÍÄ ÄÔÎÎÆÄÂÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÕËÊÂÆâÂ Ëß ÇËÎÃÕ ÐÑËÎÑÍÒÒÃÊÎ àá LÑôáÒÔÄÃÊÄÉÃ ÃÊ ÚÛåÞÍÊÖ ÔÄÆÖ ßËÑ óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ àá rÑËËÂÆ ÚÛãÞæ óÌÃÄ ÕËÑÑÆÄÐËÊÖÄ ÂË ÓËÇÔÂÃËÊÛã ÃÊ ÚåÞæ ×ÔÑ ßÍÏËÑÃÂÆ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÃÄ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ àÔÂÝ ÃÊ
ËÑÖÆÑ ÂË ÎÔÍÑÍÊÂÆÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÒÆÂÍÈÑÆÄÔÇÂÄÝ ÅÆ ÑÆÄÂÑÃÕÂ ËÔÑÄÆÇÏÆÄ ÂË ×óÓÓöÄ ÅÃÂÌ ÕËÒÐÇÆÂÆÄÆÒÍÊÂÃÕÄæ
óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ êëìë ßËÑÒÍÂ ÆÒÐÇËá ÔÊÃúÔÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇÄ ÍÄ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÚûÞ ØËÔÑ ÓÆÒÍÊÈÂÃÕÄ îÙæ óÌÃÄ ÄËÇÔÂÃËÊ ÕËÃÊÕÃÖÆÄ ÅÃÂÌ ÍÇÇ ÍÕÕÆÐÂÍàÇÆ ÊËÂÃËÊÄ Ëß ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ ÂÌÍÂ ÅÆ ÌÍÏÆ ÖÃÄÈÕÔÄÄÆÖ ÌÆÑÆ ßËÑ óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ êëìë ßËÑÒÍÂ ØÍÊÖ ÃÊÖÆÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂÝ ÄÃÊÕÆ ÂÌÆÑÆ ÍÑÆÄÆÒÍÊÂÃÕÄÈÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÄ ÃÊ ÆÍÕÌ ÖÃÑÆÕÂÃËÊÙ ÍÊÖ ÃÊ ÄÃÒÐÇÆÑ ßËÑÒÍÂÄ ÃÊÕÇÔÖÃÊÎ ÂÌÆ
hÆ ÓÃÒËÊÆ ßËÑÒÍÂ ÚèãÞæ
óÌÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑ Ëß ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ÃÊÕÑÆÍÄÆÄ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÎÆÊÆÑÍÇÃÂá Ëß ÑÔÇÆÄ ÍÊÖ ÅÃÂÌ ÍÖÖÃÈÂÃËÊÄ ÄÔÕÌ ÍÄ ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ËÊ ÑÔÇÆÄæ ç ÎËËÖ ÍÊÍÇáÄÃÄ Ëß ÂÌÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑ Ëß ËÂÌÆÑ ßËÑÒÍÂÄ
ÕÍÊ àÆ ßËÔÊÖ ÃÊ ÚÛÞæ ñÆÑÆ ÅÆ ËÊÇá ÑÆÕÍÇÇ ÂÌÆ ÒÍÃÊ ÑÆÄÔÇÂÄ ÃÊ ÍÊ ÃÊßËÑÒÍÇ ÒÍÊÊÆÑæ RÆ ÌÍÏÆ

ûè



ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ
ÃÊ ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑ ÃÊ ÚåÞ

è SÆÍÄÂ ÒËÖÆÇ è
ò SÆÍÄÂ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ò
î iÊÃúÔÆ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ î
û � ä SÆÍÄÂ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ û
Ü � å SÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÂÍàÇÆ ÒËÖÆÇ Á
ï � Ûã SÆÍÄÂ ÂÌÑÆÆÈÏÍÇÔÆÖ ÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ ÁÁ
ÛÛ JËÒÐÇÆÂÆ Ü
Ûè ÁÑÑÆßÔÂÍàÇÆ å

t\gj �j z]`Z[T\a]^ ]e ]UT aW`[^S\Va m\Sd p[^ �_[hhWWs�a a]_US\]^a \^ ���j
ÑÆÕÍÇÇÆÖ ÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ ä ÂÌÍÂ ÕËÒÐÇÆÂÆÖ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÕÍÊ àÆ ÔÄÆÖ ÂË ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌ ÐÑËÕÆÄÄÆÄÔÐ ÂË ÑÆÍÖá ÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ ßËÑ óÓÓöÄ ÃÊ ÂÌÆ êëìë ßËÑÒÍÂ ËÑ ÂÌÆ ìëìë ßËÑÒÍÂæ Áß ËÊÆ ÖÃÄÍÇÇËÅÄ
ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÃÊßËÑÒÍÂÃËÊ ÃÊ ÑÔÇÆÄÝ ÆÃÂÌÆÑ ÃÊ ÂÌÆ ßËÑÒ Ëß ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ËÑ ÑÔÇÆ ËÑÖÆÑÃÊÎÄÝ àÔÂÐÆÑÒÃÂÄ ÍÑàÃÂÑÍÑá ÇÃÂÆÑÍÇÄ ÃÊ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄ ÍÊÖ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊÄ Ëß ÑÔÇÆÄÝ ÍÄ ÃÊ ÂÌÆ ÷øù÷�÷ø�÷ßËÑÒÍÂÝ ÂÌÆÊ ÕËÒÐÇÆÂÆÖ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÕÍÊ ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌ ÐÑËÕÆÄÄÆÄ ÔÐ ÂË èÈÊÆÄÂÆÖ ÄÃÒÔÇÍÈÂÃËÊæ ÁÂ ÑÆúÔÃÑÆÄ ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ àËÂÌ ÕËÒÐÇÆâ ÇÃÂÆÑÍÇÄ ÍÊÖ ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÃÊßËÑÒÍÂÃËÊ ÂË àÆ ÍàÇÆ ÂË ÂÆÄÂàÃÄÃÒÃÇÍÑÃÂá ÅÃÂÌ ÕËÒÐÇÆÂÆÖ ÂÑÍÕÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÍÄÝ ßËÑ ÆâÍÒÐÇÆÝ ÃÊ ÂÌÆ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÍÊÖì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ØÄÆÆ ÓÆÕÂÃËÊ äÙæ çÊ ÃÊÂÆÑÆÄÂÃÊÎ úÔÆÄÂÃËÊ ÍÑÃÄÆÄC ÂË ÅÌÍÂ ÆâÂÆÊÂ ÕÍÊ ì÷øù÷àÆ ÄÃÒÐÇÃíÆÖ ÍÊÖ ÄÂÃÇÇ ÑÆÂÍÃÊ ÆÊËÔÎÌ ÖÃÄÂÃÊÎÔÃÄÌÃÊÎ ÐËÅÆÑ ÂË ÂÆÄÂ àÃÄÃÒÔÇÍÂÃËÊ� ÁÂ ÃÄ ÉÊËÅÊÂÌÍÂ ÂÌÆ ü÷��� ßËÑÒÍÂ ÄÌËÔÇÖ ÄÔðÕÆ ÚÜÞÝ ÅÌÆÑÆ ü÷��� ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ ÷��� ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ ÍÖÖÃÂÃËÊ
Ëß ÍÑàÃÂÑÍÑá ÊÆÎÍÂÃÏÆ ÇÃÂÆÑÍÇÄæ ×ÔÑ ÃÊÃÂÃÍÇ ÃÊÏÆÄÂÃÎÍÂÃËÊ ÃÊÖÃÕÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÷��� ßËÑÒÍÂ ÚÜÞÆúÔÃÐÐÆÖ ÅÃÂÌ ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ÍÊÖ ÆâÂÆÊÖÆÖ ÅÃÂÌ Í ÄÃÊÎÇÆ ÍÖÖÃÂÃËÊÍÇ �ø�÷ ÑÔÇÆ ÒÃÎÌÂ ÖË ÂÌÆ
õËàæ
óÌÆ ËÑÖÆÑÃÊÎÄ ËÊ Ó×Ó ÑÔÇÆÄ ÍÑÆ ÍÊ ÃÊÄÂÍÊÕÆ Ëß Í ÒËÑÆ ÎÆÊÆÑÍÇ ÐÌÆÊËÒÆÊËÊ Ëß :ÐÑÃËÑÃÂÃÆÄ;ÃÊ ÕËÒÐÔÂÆÑ ÄÕÃÆÊÕÆæ LÑÃËÑÃÂáÝ ÍÕÕËÑÖÃÊÎ ÂË ÂÌÆ ×âßËÑÖ LÍÐÆÑàÍÕÉ hÃÕÂÃËÊÍÑáÝ ÒÆÍÊÄ :àÆÃÊÎÆÍÑÇÃÆÑ ËÑ ÒËÑÆ ÃÒÐËÑÂÍÊÂ; ÍÊÖ ÃÊÖÃÕÍÂÆÄ ÂÌÍÂ ÍÊ ËàõÆÕÂ ÌÍÄ :ÐÑÆÕÆÖÆÊÕÆ ÃÊ ÑÍÊÉ; ÅÌÆÊÕËÒÐÍÑÆÖ ÅÃÂÌ ËÂÌÆÑ ËàõÆÕÂÄæ ÁÊ ÂÌÆ ÕËÊÂÆâÂ Ëß ÂÌÃÄ ÅËÑÉÝ ÐÑÃËÑÃÂÃÆÄ ÄÐÆÕÃßá ÂÌÆ ËÑÖÆÑ ËßÍÐÐÇÃÕÍÂÃËÊ Ëß ËÐÆÑÍÂÃËÊÍÇ ÑÔÇÆÄæ ÁÊ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÃÊÎÝ ÐÑÃËÑÃÂÃÆÄ ÍÑÆ ÔÄÆÖ ÂË íâ ÂÌÆ ËÑÖÆÑ ËßÍÐÐÇÃÕÍÂÃËÊ Ëß ÍÒàÃÎÔËÔÄ ÑÆÅÑÃÂÆ ÑÔÇÆÄG ÍÊÖ ÃÊ ËÐÆÑÍÂÃÊÎ ÄáÄÂÆÒÄÝ ÐÑÃËÑÃÂÃÆÄÝ ÍÄ Í ÐÍÑÂ ËßÂÌÆ ÐÑÆÆÒÐÂÃËÊ ÒÆÕÌÍÊÃÄÒÝ ÄÆÂ ÂÌÆ ËÑÖÆÑ Ëß ÆâÆÕÔÂÃËÊ Ëß ÄÕÌÆÖÔÇÆÖ ÂÍÄÉÄæ
ÁÊ ÂÌÆ ÑÆÒÍÃÊÖÆÑ Ëß ÂÌÃÄ ÄÆÕÂÃËÊ ÅÆ ÕËÊÄÃÖÆÑ ÒËÑÆ ÕÍÑÆßÔÇÇá ÐÑÃËÑÃÂÃÆÄ ÃÊ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÃÊÎæg$��$��) ��'$��� 7)
���
Ý LKÓ ßËÑ ÄÌËÑÂÝ ÍÑÆ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÃÊÎ ÄáÄÂÆÒÄ ÅÌÆÑÆ ÑÆÅÑÃÂÆ ÑÔÇÆÄÍÑÆ ÆúÔÃÐÐÆÖ ÅÃÂÌ Í ÐÑÃËÑÃÂá ËÑÖÆÑÃÊÎ ÚîÝÛîÞæ JËÊÄÃÖÆÑ Í LKÓ ÃÊÄÐÃÑÆÖ àá _âÍÒÐÇÆ î ÃÊ ÚîÞæóÌÆ ÄÃÎÊÍÂÔÑÆ Σ ÕËÊÂÍÃÊÄ àËËÇÆÍÊÄ t

ÍÊÖ f
Ý Í ÕËÊÄÂÍÊÂ bÝ ÍÊÖ Í àÃÊÍÑá ËÐÆÑÍÂËÑ eq ÂÌÍÂ

ûò



ÂÆÄÂÄ ÆúÔÍÇÃÂáæ óÌÆ ÑÆÅÑÃÂÆ ÑÔÇÆÄ ÅÃÂÌ Í ÐÑÃËÑÃÂá ËÑÖÆÑÃÊÎ ÍÑÆ ÎÃÏÆÊ àÆÇËÅæ

↓ eq(x, x) → t b → t

eq(x, y) → f

óÌÆ ÑÆÅÑÃÂÆ eq(t, t) → f
àá ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑÆÅÑÃÂÆ ÑÔÇÆ ßËÑ eq ÃÄ ÖÃÄÍàÇÆÖ àÆÕÍÔÄÆ ÂÌÆ ÌÃÎÌÆÑ ÑÔÇÆÃÄ ÆÊÍàÇÆÖG ÌÆÊÕÆ eq(t, t) → t

æ çÇÄËÝ ÂÌÆ ÍÐÐÇÃÕÍÂÃËÊ Ëß ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑÔÇÆ ÂË ÎÆÂ eq(eq(b, t), t) → fÃÄ ÖÃÄÍÇÇËÅÆÖ àÆÕÍÔÄÆÝ ÍÇÂÌËÔÎÌ eq(b, t)
ÍÊÖ t

ÍÑÆ ÊËÂ ÄáÊÂÍÕÂÃÕÍÇÇá ÆúÔÍÇÝ eq(b, t) ÕÍÊ àÆ
ÑÆÅÑÃÂÂÆÊ ÆÏÆÊÂÔÍÇÇá ÂË tC eq(b, t) → eq(t, t) → t

æ ñÆÊÕÆÝ eq(eq(b, t), t) → t
àá ÂÌÆ ÌÃÎÌÆÑ ÑÔÇÆßËÑ eq æ ÁÊ ÎÆÊÆÑÍÇÝ Í ÑÆÅÑÃÂÆ ÑÔÇÆ r′ ÅÃÂÌ Í ÇËÅÆÑ ÐÑÃËÑÃÂá ÂÌÍÊ r ÕÍÊ àÆ ÍÐÐÇÃÆÖ ÂË ÑÆÅÑÃÂÆÂÆÑÒ t

ÃÊ ßÍÏËÑ Ëß r Ý Ãß ÊË ����$��! ÑÆÖÔÕÂÃËÊ ØÑÆÖÔÕÂÃËÊ ÄÆúÔÆÊÕÆ ÇÆÍÏÃÊÎ ÂÌÆ ÌÆÍÖ ËÐÆÑÍÂËÑÔÊÍ\ÆÕÂÆÖÙ Ëß t ÕÍÊ ÐÑËÖÔÕÆ ÍÊ rÈÑÆÖÆâæ
çÊ ËÐÆÑÍÂÃËÊÍÇ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß LKÓöÄ ÃÊ ÂÆÑÒÄ Ëß óÓÓöÄ ÃÄ ÎÃÏÆÊ àá ÏÍÊ ÖÆ LËÇ ÃÊ ÚÛïÞæ ñÆÂÑÍÊÄÇÍÂÆÄ Í LKÓ ÂË Í óÓÓ ÍÊÖ ÄÌËÅÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ÄËÔÊÖ ÍÊÖ ÕËÒÐÇÆÂÆ ØÍÄ ÃÊ ÂÆÑÒ ÑÆÅÑÃÂÃÊÎÙÑÆÅÑÃÂÆ ÄÆÂ ßËÑ ÂÌÆ LKÓ ÕËÃÊÕÃÖÆÄ ÅÃÂÌ ÂÌÆ ÇÆÍÄÂ ÅÆÇÇÈÄÔÐÐËÑÂÆÖ ÒËÖÆÇ Ëß ÂÌÆ óÓÓ ÍÄ ÃÊ ÚåÞæñËÅÆÏÆÑÝ ÕÑÔÕÃÍÇ Ó×Ó ÑÔÇÆÄ ÔÄÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÖË ÊËÂ íÂ ÃÊÂË ÂÌÆ ü÷øù÷�ü÷ø�÷ßËÑÒÍÂC ÄËÒÆ ÑÔÇÆÄ ÔÄÆ ÔÊÃÏÆÑÄÍÇ úÔÍÊÂÃíÕÍÂÃËÊ ÃÊ ÂÌÆ ÐÑÆÒÃÄÆÄÝ ÅÌÃÇÆ ËÂÌÆÑÄ ÒÍá ÑÆÇá ËÊÂÌÆ ÄáÊÂÍÕÂÃÕ ÆúÔÍÇÃÂá Ëß ÍÑÎÔÒÆÊÂÄ ÃÊ ÂÌÆ ÄËÔÑÕÆ Ëß ÂÌÆ ÕËÊÕÇÔÄÃËÊæ ÁÂ ÅËÔÇÖ àÆ ÃÊÂÆÑÆÄÂÃÊÎÂË ÃÊÏÆÄÂÃÎÍÂÆ Ãß ÄÔÕÌ Í ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊ ÕÍÊ àÆ ÆâÐÑÆÄÄÆÖ ÃÊ ÂÆÑÒÄ Ëß ÎÆÊÆÑÍÇ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÑÔÇÆÄæÁÊ ÂÌÆ ÒÆÍÊÅÌÃÇÆ ÅÆ ÎÃÏÆ Í óÓÓ ßËÑ ÂÌÆ ÍàËÏÆ LKÓ ÅÌÃÕÌ ÄÍÂÃÄíÆÄ ÂÌÆ ÐÑËÐÆÑÂá ÂÌÍÂ

s → aÃ\
s

a
→0

ßËÑ ÍÇÇ ÕÇËÄÆÖ ÂÆÑÒÄ
s ËÏÆÑ Σ

ÅÌÆÑÆ a ÃÄ ÆÃÂÌÆÑ
t ËÑ f

æ óÌÆ óÓÓ ÌÍÄ ÍÊ ÍÖÖÃÂÃËÊÍÇÕËÊÄÂÍÊÂ 0
ÍÊÖ ÂÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ËÑÖÆÑÆÖ ÑÔÇÆÄC

↓
x

a
→ x′ y

a
→ y′

eq(x, y)
t
→0

x→ x′

eq(x, y)→ eq(x′, y)

y→ y′

eq(x, y)→ eq(x, y′)

eq(x, y)
f
→0

ûî



↓
x→ y y

a
→ z

x
a
→ z b→ t t

t
→0 f

f
→0

FËÂÆ ÂÌÍÂ
eq(eq(b, t), t)→ eq(eq(t, t), t)

ÄÃÊÕÆ eq(b, t)→ eq(t, t)
Ý ÍÊÖ ÂÌÆÊ eq(eq(t, t), t) t

→0àá ÂÌÆ ÌÃÎÌÆÑ ÑÔÇÆ ßËÑ eq æ ñÆÊÕÆÝ eq(eq(b, t), t) t
→0

àá ÂÌÆ �ø�÷ ÑÔÇÆ ÖÃÑÆÕÂÇá ÍàËÏÆæ
JËÊÄÃÖÆÑ eq(eq(b, f), t)æ RÆ ÎÆÂ eq(b, f)→ eq(t, f)

æ ÓÃÊÕÆ f 9
ÍÊÖ f

t9
Ý ÅÆ ÖÆÖÔÕÆ eq(b, f) f

→àá ÂÌÆ ÇËÅÆÑ ÑÔÇÆæ çÇÄËÝ s t9
ßËÑ ÍÇÇ s ÄÔÕÌ ÂÌÍÂ

eq(b, f)→ ∗s
æ ÓËÝ eq(b, f) ÕÍÊÊËÂ ÖË Í

t
ÂÑÍÊÈÄÃÂÃËÊ ÃÒÒÆÖÃÍÂÆÇáÝ ÊËÑ ÍßÂÆÑ ÍÊá ÊÔÒàÆÑ Ëß ÔÊÇÍàÆÇÇÆÖ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊÄæ óÌÆÑÆßËÑÆ eq(b, f) t9

Ý
ÅÌÃÕÌ ÃÒÐÇÃÆÄ eq(eq(b, f), t) f

→0
æ

f I¼¹¿@¾�À¼¹� �¹½ ~¾º¾»ÿ q¼»Y

ÁÊ ÂÌÃÄ ÐÍÐÆÑÝ ÅÆ ÐÑÆÄÆÊÂÆÖ ÄÆÏÆÑÍÇ ÅÍáÄ Ëß ÎÃÏÃÊÎ Í ÒÆÍÊÃÊÎ ÂË ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÄÐÆÕÃíÕÍÂÃËÊÄæ=ÔÑÂÌÆÑÒËÑÆÝ ÅÆ ÎÍÏÆ ÄÆÒÍÊÂÃÕÄÈÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎ ÂÑÍÊÄÇÍÂÃËÊÄ ØÅæÑæÂæ ËÔÑ ÕÌËÄÆÊ ÊËÂÃËÊ Ëß ÄÆÒÍÊÈÂÃÕÄÙ àÆÂÅÆÆÊ ÎÆÊÆÑÍÇ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Ó ÍÊÖ ØÔÊËÑÖÆÑÆÖÙ Ó×Ó ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄÝ ÊÍÒÆÇá ÂÌÆ ì÷øù÷ÍÊÖ ÂÌÆ ü÷øù÷ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ÑÆÄÐÆÕÂÃÏÆÇáæ óÌÆ ÐÍÐÆÑ ÃÄ ÕËÊÕÇÔÖÆÖ àá ÄÂÔÖáÃÊÎ ÂÌÆ ÑÆÇÍÂÃÏÆ
ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÐËÅÆÑ Ëß ÂÌÆ ÆâÃÄÂÃÊÎ ìëìë ÍÊÖ ËÔÑ ÊËÏÆÇ ì÷øù÷ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂÄ ßËÑ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×Óæ×ÔÑ ÑÆÄÔÇÂÄ ÄÌËÅ ÂÌÍÂ ÂÌÆ ì÷øù÷ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ ÃÄ ÄÂÑÃÕÂÇá ÒËÑÆ ÆâÐÑÆÄÄÃÏÆ ÂÌÍÊ ÂÌÆ ìëìë
ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂæ óÌÃÄ ÒÆÍÊÄ ÂÌÍÂ ÂÌÆÑÆ ÆâÃÄÂ ÂÑÍÊÄÃÂÃËÊ ÄáÄÂÆÒÄ ÂÌÍÂ ÕÍÊ àÆ ÄÐÆÕÃíÆÖ àá ÂÌÆ
ì÷øù÷ ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂ àÔÂ ÊËÂ àá ÂÌÆ ìëìë ÑÔÇÆ ßËÑÒÍÂæ
çÄ ÐËÃÊÂÆÖ ËÔÂ ÂÌÑËÔÎÌËÔÂ ÂÌÆ ÐÍÐÆÑÝ ÂÌÆÑÆ ÍÑÆ ÄÆÏÆÑÍÇ ÃÄÄÔÆÄ ÕËÊÕÆÑÊÃÊÎ ËÑÖÆÑÆÖ Ó×ÓÅÌÃÕÌ
ÑÆÒÍÃÊ ÂË àÆ ÄÂÔÖÃÆÖ ÃÊ ÂÌÆ ßÔÂÔÑÆæ óÌÆ ßËÇÇËÅÃÊÎ ÃÄ Í ÃÊÕËÊÕÇÔÄÃÏÆ ÇÃÄÂ Ëß ÄËÒÆ ËÊÎËÃÊÎ ÍÊÖßÔÂÔÑÆ ÑÆÄÆÍÑÕÌ ÖÃÑÆÕÂÃËÊÄæ
ØÛÙ iÊÃÏÆÑÄÍÇ �ÔÍÊÂÃíÕÍÂÃËÊ ÃÊ Ó×ÓC éËÂÌ ÃÊ ÐÑÍÕÂÃÕÍÇ ÍÐÐÇÃÕÍÂÃËÊÄ ÚèÝÛïÞ ÍÊÖ ÃÊ ËÔÑ ÂÑÍÊÄÈÇÍÂÃËÊ ßÑËÒ ì÷øù÷ ÂË ü÷øù÷ ØÃß ËÊÆ ÖÑËÐÄ ÂÌÆ ÄÆÕËÊÖ ÕËÊÖÃÂÃËÊ ÃÊ ÃÂÆÒ è Ëß hÆíÊÃÂÃËÊîæïÙÝ ËÊÆ ÊËÂÃÕÆÄ ÂÌÆ ÐËÄÄÃàÃÇÃÂá Ëß ÔÊÃÏÆÑÄÍÇÇá úÔÍÊÂÃßáÃÊÎ ÏÍÑÃÍàÇÆÄ ÍÐÐÆÍÑÃÊÎ ÃÊ ÂÌÆÂÍÑÎÆÂ Ëß ÐÑÆÒÃÄÆÄæ ÁÊÄÐÃÑÆÖ àá ÂÌÃÄÝ ÃÊ ÚÛäÞÝ ÅÆ ÖÆíÊÆÖ Í Í ÎÆÊÆÑÍÇÃôÍÂÃËÊ Ëß ÂÌÆ ü÷øù÷ßËÑÒÍÂÝ ÕÍÇÇÆÖ ÂÌÆ  ü¡¢��ë£¤ ü÷øù÷ ßËÑÒÍÂÝ ÅÌÃÕÌ ÍÇÇËÅÄ ßËÑ ÄÔÕÌ úÔÍÊÂÃíÕÍÂÃËÊÄÅÌÃÇÆ ÐÑÆÄÆÑÏÃÊÎ ÂÌÆ ÕËÊÎÑÔÆÊÕÆ ÐÑËÐÆÑÂáæ óÌÆ ÇÃÊÉ àÆÂÅÆÆÊ ÂÌÆ  ü¡¢��ë£¤ ü÷øù÷ßËÑÒÍÂ ÍÊÖ ØÂÌÆ ÎÆÊÆÑÍÇÃôÍÂÃËÊ ËßÙ ÂÌÆ ì÷øù÷ ßËÑÒÍÂ ÊÆÆÖ ÂË àÆ ßÔÑÂÌÆÑ ÄÂÔÖÃÆÖæØèÙ ÓÆÒÍÊÂÃÕÄ Ëß LKÓ ÏÄæ Ó×ÓC çÄ ÍÇÑÆÍÖá ÒÆÊÂÃËÊÆÖ ÃÊ ÓÆÕÂÃËÊ Ü ßÔÑÂÌÆÑ ÃÊÏÆÄÂÃÎÍÂÃËÊÃÄ ÊÆÆÖÆÖ ÍÄ ÂË ÂÌÆ ÑÆÇÍÂÃËÊÄÌÃÐ àÆÂÅÆÆÊ ÂÌÆ ÒÆÍÊÃÊÎ Ëß LKÓöÄ ÍÊÖ óÓÓöÄæ KÆÄËÇÏÃÊÎ
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ÂÌÆ ÍàËÏÆÈÒÆÊÂÃËÊÆÖ ÃÂÆÒ ØÃæÆæÝ ÔÊÃÏÆÑÄÍÇ úÔÍÊÂÃíÕÍÂÃËÊ ÃÊ Ó×ÓÙ ÕÍÊ ÌÆÇÐ ÔÄ ÑÆÇÍÂÆ ÂÌÆ
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